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Vorwort. 



Es sind nunmehr fast neun Jahre verflossen, seit der 
den Wissenschaften so früh entrissene Riemann durch seine 
unsterblichen Arbeiten die Theorie der Abelschen Functionen 
geschaffen, und die Grenzen der Analysis unerwartet er- 
weitert hat. Es hat dieser Theorie seither gerechter Weise 
an Bewunderern nicht gefehlt, während Verständniss und 
Förderung nicht überall in gleichem Maasse erzielt werden 
konnte. Erst vor ganz kurzer Zeit hat Herr Neumann in 
seinenrausgezeichneten Werke über diesen Gegenstand einen 
grossen Theil von Riemanns Untersuchungen ausführlich dar- 
gestellt, ihre Anwendung auf die hyperelliptischen Functionen 
gegeben, und so dieses Gebiet dem Studium zugänglich 
gemacht. 

Die Schwierigkeiten, auf dem Wege Riemanns in die 
Theorie der Abelschen Functionen einzudringen, beruhen 
genau auf denselben Umständen, welche die Bewunderung 
für den Erfinder am meisten zu erhöhen geeignet sind. Wir 
meinen einerseits die höchst allgemeinen und doch wieder vor- 
sichtig beschränkten Functionsbegriffen entnommene Grund- 
lage ; andrerseits das indirecte Verfahren , durch welches die 
zu untersuchenden Functionen mehr synthetisch aufgebaut 
als analytisch entwickelt werden. Es hängt hiermit genau 
der von Herrn Neumann hervorgehobene Umstand zusammen, 
dass es bisher nicht gelang, die Function als nothwendiges 
Glied der Theorie naturgemäss einzuführen. 

Als die Verfasser sich mit dem Gedanken beschäftigten, 
diese Theorie auf eine neue Weise zu begründen, schien ihnen 
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namentlich die ursprüngliche Quelle der ganzen Disciplin 
erneute Aufmerksamkeit zu verdienen, das Jacobische Um- 
kehrproblem, auf welches Herr Weierstrass die Theorie der 
hyperelliptischen Functionen so glücklich gegründet. Es 
schien von vornherein möglich, von diesem aus direct zu 
einer Formel zu gelangen, welche der Jacobischen 

fz(u)du 

@(u) o 

0(0) — * 

analog sei, und welche demzufolge, wie in der Theorie des 
Herrn Weierstrass, die Lösung des Umkehrproblems ent- 
halte. In der That bedurfte es nur einiger geometrischen 
Betrachtungen und einiger Sätze aus der Theorie der Integra- 
tion durch das Imaginäre, um diesen directen Weg vollständig 
durchzuführen. Man vermied auf diese Weise insbesondere 
alle Betrachtungen über Functionen im Allgemeinen, welche 
immer misslich sind, weil sie an einen völlig unbestimmten 
und unbekannte Möglichkeiten enthaltenden Begriff anknüpfen. 
Die Theorie der Abelschen Functionen muss ihrer Natur 
nach durch Sätze erledigt werden können, welche sich nur 
auf die bekannten, insbesondere die algebraischen Functionen 
beziehen. Wenn wir uns an einigen Stellen auf Sätze be- 
rufen, welche in dem Werke der Herren Briot und Bouquet 
gegeben sind, so verstehen wir diese nur in dem Umfange, 
wie sie auf algebraische und gewisse aus diesen abgeleitete 
Functionen Anwendung finden ; in diesem Umfange sind sie 
richtig, bei .weiterer Ausdehnung zum Theil mehr als zweifel- 
haft, wie wir seit Jahren in unsern an hiesiger Universität 
gehaltenen Vorlesungen auszuführen niemals versäumt haben. 
Da es sich zunächst um eine neue Festlegung der all- 
gemeinen Grundzüge einer sehr weiten Theorie handelt, so 
wird man es uns nicht verdenken, wenn wir auf Besonder- 
heiten nirgends eingegangen sind. Solche Besonderheiten, 
welche immer an specielle Eigenschaften der algebraischen 
Fundamentalgleichung geknüpft sind , treten namentlich 
auch bei den hyperelliptischen Functionen hervor. Wir 
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haben eine besondere Erwähnung der letztern uns unisoniehr 
ersparen zu dürfen geglaubt, einmal weil es sehr leicht ist, 
ihre Theorie auch auf unserm Wege abzuleiten, zweitens 
aber, weil ihre so höchst speciellen Eigenschaften die Auf- 
merksamkeit von den für die allgemeine Theorie wesent- 
lichsten Punkten abzulenken nur zu sehr geeignet sind. 

Unter den von Riemann behandelten Theilen der Theorie 
haben wir die Frage nach der Anzahl der Moduln einer 
Klasse von Abelschen Functionen dusschliessen zu müssen 
geglaubt. Diese Frage ist durch die scharfsinnigen Be- 
trachtungen des Herrn Cayley Gegenstand der Controverse 
geworden; sie ist überhaupt wohl zunächst nur durch tiefe 
algebraische Untersuchungen endgültig zu entscheiden, für 
deren Schwierigkeiten die gegenwärtig bekannten Methoden 
nicht mehr auszureichen scheinen. Und solche Untersuchun- 
gen in der That sind es, von denen, unserer Ueberzcugung 
nach, die Fortentwicklung dieser Disciplin zu erwarten ist, 
und in welchen die wahren tiefern Schwierigkeiten der Theorie 
der Abelschen Functionen erblickt werden müssen. Auch 
diese Disciplin endigt schliesslich in jenen Zweigen der 
neuern Algebra, welche zum Centrum aller neuern mathe- 
matischen Entwicklung bestimmt zu sein scheinen. 

Gi essen, den 18. August 1866. 

Die Verfasser. 
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Die algebraischen Integrale. 



§ 1. Darstellung der zu untersuchenden Differential- 
ausdrüoke. 

Bezeichnen wir durch 

(1) . . . f (x t , x tf x 3 ) = 
die Gleichung einer algebraischen Curve n ter Ordnung, bezogen 
auf Dreieckscoordinatcn. Wegen der beiden Gleichungen, welche 
daraus folgen: . 

£ f. + £* + £*=*=<> 

§■ *, + g d* t + g *,, = 0, 

hat man die Proportion: 

x t dx a — x 3 dx 2 : x z dx t — x x dx 3 : x t dx t — x 2 dx { = 

= HL : HL * . HL. 

dx t ' dx 2 ' dx A 

Daher sind in dem Diflerentialausdruck *) 

2 + c t x 2 dx 3 

c HL + c HL + c HL 

die in die einzelnen c in Zähler und Nenner multiplicirten Terme 
proportional, und der ganze Ausdruck von den c unabhängig. 



*) Diese symmetrische Darstellung solcher Differentiale verdankt 
man Hrn. Aronhold (vgl. Monatsberichte der Berliner Akademie, Sitzung 
vom 25. April 1861). 

Clebsch u. Gordan, Theor. d. AbePschen Funct. ]. 
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Multiplicirt man denselben noch mit einer Function &, welche 
rational und homogen in den x ist, und deren Zähler um n — $ 
Ordnungen höher ist als der Nenner, so ist 
$ Z ± Cj x 2 dx 3 

1 cx i 2 dx % 3 dx 3 

ein DilTerentialausdruck, welcher nur von einer Variabein abhängt, 
denn er ist für die x homogen von der nullten Ordnung, 
ändert sich nicht, wenn man die x gleichzeitig um einen gemein- 
schaftlichen Factor vermehrt, und hängt also nur von den zwei 
Verhältnissen der Grössen x ab. Zwischen diesen aber besteht 
die Gleichung (1); daher hängen diese beiden Verhältnisse alge- 
braisch zusammen, und eines kann als Function des andern auf- 
gefasst, werden. So bleibt denn schliesslich nur eine Variable 
zurück, während der DilTerentialausdruck wegen Anwendung der 
Gleichung (.1) allerdings irrational wird; und man hat ein irra- 
tionales algebraisches Differential vor sich, dessen Irrationalitäten 
ausschliesslich durch die Gleichung (1) bedingt werden. Indem' 
man dieses Differential von einem Punct der Curve (Werth- 
system der x) bis zu einem andern integrirt, gelangt man zu 
dem irrationalen algebraischen Integral 

$ . 2 + Cj x 2 dx z 
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dxi 2 dx 2 * dx 3 

welches die Grundlage der folgenden Untersuchungen bildet. 
Dieses Integral ist so zu nehmen, dass im Verlaufe der Integra- 
tion die Variabein x stets durch die Gleichung (1) verbunden sind. 
Das Integral (2) ist das allgemeinste Integral einer rationalen 
Function von #,, x 2 , x 3 , welches man bilden kann. Soll näm- 
lich irgend ein Differentialausdruck ' 

dV = A x dx x + A 2 dx 2 + ^3 ^3» 

in welchem die A homogene Functionen ft ter Ordnung bedeuten, 
mit Hülfe von /*=±=0 in einen Ausdruck mit einer Variabein über- 
gehen, so darf derselbe nur noch von den Verhältnissen der x 
abhängen, darf sich also nicht ändern, wenn kx il &# 2 , kx 3 an 
Stelle von x n x 2 , x 3 gesetzt wird. Hierdurch aber erhält man 

dV — [(A t x x + A 2 x 2 + A a a?J dk 

+ k {A t dx t + A 2 dx 2 + A 3 <teJJ M* . 
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Daher muss erstlich A/ 4 - 4-1 = 1, (i = — 1 sein, d. b. die A 
'von der — l ten Dimension; sodann aber 

A i x i + A x t + A 3 x s = nM . /; 

oder 

Dieser Gleichung wird auf die allgemeinste Weise genügt, 
wenn man setzt: 

4 = * £ + c « x » - c » *» 

* « 

Ä * = M ^ + C t x 2 -C t x t . 

Und unser Differentialausdruck geht mit Auslassung des ver- 
schwindenden df über in : 

dV = 2 + C, ar 2 rf# 3 , 
wo nun die C von der — 2 ten Dimension sind. Diese Functionen 
tonnen einen gemeinsamen Factor N haben. Es sei 

d = Nc if 

"=*(«.£ + *£ + <.£> 

sofort geht dann dV in die von uns festgestellte Form über: 
$ 2 + Cj a? 2 rfa?s 



F 



J ~ K j- * *L ± « *L 



wo nun d> von der (n — 3) ten Dimension ist. Die c haben dabei, 
soweit sie ausser in <t> hier vorkommen, keinen Einfluss auf den 
Werft des Integrals und können daher ausserhalb der Function 
^ durch ganz beliebig gewählte Grössen ersetzt werden. Wir 
werden sie im Allgemeinen als Constante, d. h. als Coordinaten 
eitles gewissen Punctes c betrachten. 

Das Integral V kann auf mannigfache Weise in die Gestalt 
eines gewöhnlichen Integrals mit einer Variabein übergeführt wer- 
den. Wir wollen dies hier zunächst mit Hülfe einer linearen Trans- 
formation bewerkstelligen. Seien a, b zwei beliebig gewählte feste 
Puncte, welche mit c zusammen ein neues Dreieck bestimmen. 
Führt man nun drei neue Variable cd, s x , t ein mit Hülfe der 
Formeln 

1* 
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(ix t = a t t + b ± x + c^ 
(3) . . . (ix 2 = a 2 t + b 2 x + c 2 s„ 

^3 = «3* + h X + C S S x* 

wo (i eine ganz willkürliche Grösse ist, so sind t, x, s^. die 
Dreieckscoordinaten des Punctes x bezogen auf das neue Dreieck. 
Setzt man diese Ausdrucke der xi in V ein, so hebt sich (i nach 
dem Vorigen ganz heraus; es wird nämlich 

(i* .f[x t , x„ x s ) = F (*, x, sj, 
f»C— ») O (x t , x„ x 2 ) = V'(l, *, *J, 

x dxt* % dx t * 8 dx 3 ^ \dx t ds^ ' da:, ^ ' &c 3 fo^y 





~ ^ ds x — ii»-i ds x ' 




endlich 






c t aJ + btX + c^ 


a t dt + b i da>+ c t d8 £ 


(i* 2+c i x 2 dx 3 = 


c 2 a^+^x + c^ 


a 2 dt+ b 2 dx + c 2 ds. 




c 3 «s*+M + c z s x 


a z dt+ b 3 dx + c 3 ds. 



= 2 + a t b 2 c 3 . (tdx — x dt) ; 
also, wenn man 2 + a i b 2 c 3 in W eingehen lässt: 

(t dx — x dt) 



-s- 



dF 

während zwischen s^ x> t die Gleichung F=0 besteht, welche 
wie die frühere vom n ten Grade ist. 

Auch der neue Ausdruck von V ist homogen von der O ten 
Ordnung; daher kann man ohne Beeinträchtigung der Allgemein- 
heit /= 1 setzen,, und erhält 

• w • • • '-/¥> 

ds x 
wobei ^ = jetzt eine Gleichung zwischen #, s x ist, welche s x 
als Function von x definirt und bis zur n ten Dimension ansteigt. 
Die geometrische Bedeutung von x, s^ für t = 1 ist sehr 
einfach. Aus (3) folgen nämlich die Gleichungen: 
= 2 + a x b 2 x s + s x 2 + c t b 2 x 3 
= 2 + öj c 2 x 3 + x 2 + b i c 2 x y 
Dieses sind die Gleichungen zweier Strahlbusche], deren 
ersterer im Schnitt der beiden Linien 
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2 + «i b i * 3 = 0, £ + c t b % x 3 = 0, 
d. b. in b, deren anderer im Schnitt der Linien 

£ + a t c t x 3 = 0, 2 + b t c t x 3 = 0, 
d. h. in c seinen Scheitel hat, und deren Parameter beziehungs- 
weise s x und x sind. 

Wir werden das Integal V je nach Umständen in der Form (2) 
oder (4) anwenden. Bemerken wir nur, dass natürlich *F jede 
beliebige rationale Function von s x und x sein kann, und dass 
also auch (4) alle algebraischen Integrale rationaler Functionen. 
von s x und x umfasst, bei denen s x , x durch die Gleichung 

verbunden sind. 

§ 2. Classifloirung der Integrale. 

Das Integral V enthält die gebrochene Function W, deren 
Nenner von der m len Ordnung sein mag, und deren Zähler dann 
bis zu der (m + n — 3) ten Ordnung ansteigt *). Setzen wir 

m — !L 

* ~~" y 

so können wir auf diesen Bruch eine Art von Partialbruchzerle- 
guog anwenden , und das Integral V dadurch in eine Anzahl ein- 
facherer Integrale zerlegen. 

Die Curven F = 0, N = schneiden sich in mn Puncten. 
Nach diesen Puncten lassen wir von dem Puncte b aus mn Strahlen 
gehen, denen ebensoviel Werthe von x entsprechen. Das Product 
der Gleichungen aller dieser Strahlen ist eine Gleichung 

X = 
*om Grade mn. Sie entsteht, wenn man die Werthe von x auf- 
sucht, die mit entsprechenden Werthen von s x zusammen die 
Gleichungen F = 0, iV = befriedigen; d. h. wenn man s r aus 
den Gleichungen F = 0, N = eliminirt. Sei, nach s x geordnet: 

N = n s x m + n t s x m - 1 . . . + n m , 
so ist X die Determinante von m + n Reihen : 

) Die Differenz zwischen den Ordnungen in Zähler und Nenner kann 
scheinbar grösser werden, indem der Nenner eine Potenz von t als Factor 
enthält, welche gleich 1 gesetzt wird. Dies iässt sich aber offenbar 



X = 
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1) 


fo fi ft • • • * 


2) 


O/o/, ... 


3) 


f Q . . . 


m+1) 


n n t n 2 ... 


m + 2) 


«o«, • • . 


m + 3) 


n . . . 



§2. 



Denkt man sich die Vertikalreihen von X der Reihe nach mit 



i + »-i 



«i + w — 2 1 

x . . . , j. 



multiplicirt, und addirt man alle so multiplicirten Reihen zur 
letzten, so werden die Glieder der letzten Vertikalreihe folgende: 
s a . m ~ 1 F, s x m ~ 2 F, . . ., F, s x »- 1 N, sj 1 - 2 N, . . ., N. 
Indem man daher nach dieser Reihe ordnet, erhält man X 
in der Form 

(1) . . . X = AF + BN, 
wo Ä und B Determinanten sind, welche mit X ganz überein- 
stimmen, nur dass die letzte Vertikalreihe bei A 

tj— 1 ***— 2 * . • • 1. 0, ... 0, 

bei B aber 

0, 0, ... 0, V" 1 » s * n ~ 2 • • • i 
ist. Man kann daher die Curven n ier und m ter Ordnung F — 0, 
iV = 0, mit den linken Theilen der Gleichungen zweier andern 
Curven ^ = 0, # = so multipliciren , dass die Summe der 
Produkte die Gleichung X = als Resultat ergiebt. Die geome- 
trische Bedeutung hievon ist evident. Die Geraden des Büschels 
X = schneiden F = noch in mn(n — 1) Puncten, welche 
nicht auf N = liegen, und diese liegen auf einer Curve B = 
der Ordnung m(n — 1). Ebenso schneiden jene Geraden die 
Curve N = noch in mn(m — 1) Puncten , welche nicht auf 
F = liegen, und diese liegen auf einer Curve ^ = der Ord- 
nung n(m — 1). 

Die Curven A = 0, B = sind durch die Gleichung (1) nicht 
Vollständig bestimmt, denn jene Gleichung bleibt unverändert, 
w r enn man A und B beziehungsweise durch 



durch veränderte Wahl der Puncte c, b, deren Verbindungslinie / = 
ist, immer vermeiden. 
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A+ CN y B — CF 

ersetzt, unter C eine beliebige Curve (mn — m — w) ler Ordnung 
verstanden. Aber es ist sehr wichtig zu bemerken, dass die oben 
erhaltenen speciellen Curven A = , B = besondere wichtige 
Eigenschaften haben. Es enthält nämlich A die Grösse s x nur 
zur (m — l) ten , B dieselbe nur zur (n — l) ten Potenz. Denkt 
man sich also A, B durch Einführung der oben gleich 1 gesetzten 
Variabein t wieder homogen gemacht, so sind alle Glieder in A und 
£ für ff und £ wenigstens von der Ordnung (n — l)(m — 1); die 
beiden Curven A und B sind also hier so bestimmt, 

dass beide noch in dem Puncte c einen (n — l)(m — 1) 

fachen Punct haben. 

Multiplicirt man also den Bruch 

m- M 

^ ~~ ~N 

in Zähler und Nenner mit B, so kann mau für den Nenner, der 
Gleichung F = wegen, auch X setzen, -und erhält also 

* ~ X ' 
wo nun der Nenner eine Function mn lcr Ordnung von x allein 
ist, während der Zähler eine Function der (mn + n — 3) ,on Ord- 
nung ist, welche aber wegen der Eigenschaften von B die Grösse 
s s nur bis zur (m + 2n — 4) tcn Potenz enthält. Es ist also MB 
von der Form: 

Jtt=ff x «+l«-4 *(„,_!)(„-!) +^''' + 2«-5 A' (m -1,( M -1) + 1 + .... 
T~ -X-mn -f- n — 3> 

wo die X Functionen von x allein sind , deren Ordnung durch 
den angehängten Index angegeben wird. Ist nun in gleicher Weise 
£ eine Function der (mn — 3) teu Ordnung, welche s x nur zur 
(« -f. n — 4)ten p tenz enthält: 

C=, x «+—4 l {m _ 1Hn _ X) + S™ + »-H(m- 1) («-!) + ! + . . . . 
+ §mw — 3 » 

80 kann man die Functionen £ so bestimmen, dass 

MB + CF 
nu r noch Potenzen von s x enthält, welche unterhalb der n len 
Weihen. Ist nämlich nur f nicht gleich Null, was immer statt- 
findet, wenn der Punct c (t = 0, x = 0) nicht auf der Curve 
selbst liegt, so müssen hiezu die Gleichungen bestehen: 
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= X{ m -i) ( n _i) + £(m-l) (n-l) • f 

= X( m -i)( n -i) + i + §( m _i)(„_i)_i-i . f + £(«,_i)( w -l) • A 
= Z( m _i) (»-l)+2 +'b(«-l)(«-l)-*-2 • /o + £(»-l)(«-l) + l • /l 

+ |(«-l)(„_l) . f t 

== X mn -.$ + £»wi — 3 • /o + £m»-4 •/! + ••• + 5mn-n-3 • /»> 

wodurch die Functionen £, da /* eine von Null verschiedene Con- 
stante ist, vollkommen und eindeutig bestimmt sind/ 

Nach dieser Bestimmung der § wird die höchste Potenz von 
s x in MB + CF die (n — l) le , und es ist also 

MB + CF=X' mn -2 SJ"- 1 + r^iS^-* + . . . + ^«+„«3, 

wo die X' wieder Functionen von x allein sind, deren Grad der 
Index angieht. Da ferner 

so kann man den ersten Term der obigen Reihe durch Ab- 
ziehen von 

1 r* dF _ n dF 

zerstören, und erhält einen Ausdruck der Form: 

MB + CF — B^- = X" mn _i s/- 2 + X" mn */- » . . . 

T X m „ _J_ n —, 3 • 

Mit Rücksicht auf die Gleichung F = wird also jetzt 

MB — B^- n a „ 

~N ~~~ X " + X ds x 

= x{ Z ""»»-l 5 a: n ~ 2 +X" mn S x n ~*+ ... + X" tHnJr n-z\ + jf jS~" 



Unser Integral 

da? 

TT. 



N 



zerfällt hienach in zwei Theile. Der erste, welcher von dem 

M 
letzten Gliede in dem obigen Ausdruck von -^ herrührt, ist 



/ 



Y dx > 



also das Integral einer rationalen Function, und kann daher, 
durch Logarithmen und rationale Functionen integrirt werden. 
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I&5 genügt V auf den Theil zu beschränken, welcher von den 
übrigen Gliedern des Ausdrucks für -^- herrührt. 

Den ersten Theil von V können wir zunächst durch Divi- 

sion in eine ganze Function zerlegen, welche in Bezug auf s x 
und x bis zur (n — 3) len Dimension ansteigt; und in einen Rest, 
welcher in Bezug auf x von der [mn — l) len Ordnung wird, und 
mit Partialbruchzerlegung zu behandeln ist. Bei diesem letzten 
Prozesse, bei welchem wir die Wurzeln von ^=0 zunächst 
verschieden voraussetzen , entstehen mn verschiedene Glieder, 
deren Zähler ganze Functionen (n — 2) lcn Grades von s x sind, 
während der Nenner immer die Form x — a hat. 

Wir können also jedes Integral der hier betrachteten Form 
auf Aggregate folgender Arten von Integralen zurückführen: 

1) Integrale rationaler Functionen von x. 

2) Integrale der Form 
CQdx 



I 



Fs* 



wo Q eine ganze Function ist, welche für s x und #bis 
zur (n — 3) ten Dimension aufsteigt. 

3) Integrale der Form 

Qdx 



fi 



*o Q bis zur (n — 2) lcn Dimension aufsteigt. 

Endlich können, wenn im Obigen die Gleichung ^=0 gleiche 
Wurzeln hatte, noch Integrale auftreten, welche höhere Potenzen 
von a— a im Nenner haben. Diese aber kann man durch einen 
Grenzübergang aus den unter 3). angeführten entstehen lassen. 
"** der Theorie der Partialbrüche sind die entsprechenden 

Glieder von -=- dann, wenn P den nach Absonderung der glei- 

<**! Pactoren (x — a) von X übrigbleibenden Nenner bedeutet, 
von der Form 

(*) (±ä\ (*-*\ 

(*-fl)/«i "T 1 (jj — «)M-1 "*" 1.2 (x — ö)/*-2 +•■••• 

Die hieraus entstehenden Integrale erhält man also, wenn 
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man gewisse in der Form 3). enthaltene Integrale nach dem Pa- 
rameter a differenzirt*). 

Die unter den Formen 2). und 3). enthaltenen Integrale sind 
nun genauer zu untersuchen; und zwar insbesondere bezüglich 
der Unstetigkeiten, welche in denselben auftreten können, und 
welche ihren Charakter bestimmen. 

§ 3. Unstetigkeiten. Doppel- und Bückkehrpuncte. 
Die Integrale der Form 2). sind in x und s x ausgedrückt: 

wo Q zur (n — 3) len Dimension ansteigt. In den xi haben sie 
daher die Form 

V = 

dx i " r t/ * dx 2 ~*~ ^ 3 dx 3 
wo Q eine homogene Function (n — 3) ler Ordnung ist. Die zu 
integrirende Function kann hier nur dann unstetig werden, wenn 
der Nenner verschwindet, wenn also F'(sJ = oder 

Ci dx t ^ c * dx t ^ c * dx 3 Vm 

Dies ist die Gleichung der Polare des Punctes c in Bezug 
auf die Curve f=0; beide Curven schneiden sich in n(n — 1) 
Puncten, in welchen die von dem willkürlich gewählten Punkte 
c an die Curve /*= zu ziehenden Tangenten dieselbe berühren. 
In einem dieser Puncte seien s£, x° die Werthe von s* und x. 
Man hat dann 

F \ X ' S x) — °> foö- = 0» 

daher ist in der Nähe eines solchen Puncts, wenn s x — s ° , x — x° 
sehr kleine Grössen sind, und wenn der Kürze wegen F° für 
F(s^ t x°) geschrieben wird: 



*) Diese Art der Zurückführung auf das Integral 3). ist hier nur 
zur vorläufigen Orientirung gegehen. Es wird sich später (vergl. Ab- 
schnitt 5) für die Darstellung solcher Integrale ein ganz anderer Weg 
zeigen. Ebenso werden wir die logarithmischen und rationalen Func- 
tionen durch Integrale der Formen 1)— 3) ausdrücken lernen. 



ff 
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so dass der ersten Gleichung zufolge s x — s x mit }/x — x° von glei- 

eher Ordnung wird, und also auch -~-, der Nenner von F, mit 

]/x—x proportional. Das Integral V wird also, wenn «ich die 
Integration in der Nähe dieser Puncte bewegt, proportional mit 

d. h. es bleibt endlich, obgleich die zu integrirende Function 
unendlich wird. 

Für den Berührungspunct einer von c an die 
Curve gezogenen Tangente wird also das Integral V 
nicht unstetig. 

Aber wenn die Curve f = einige der gewöhnlichen Singu- 
laritäten (und auf diese werden wir uns beschränken) *), wenn sie 
Doppel- und Rückkehrpuncte besitzt, so erfordern diese Be- 
trachtungen einige Modiflcationen. Bekanntlich vermindert jeder 
*Doppelpunct die Anzahl der von einem Puncte an die Curve zu 
ziehenden Tangenten um zwei, jeder Ruckkehrpunct um drei. 
Nennen wir d die Anzahl der Doppelpuncte, r die der Rück- 
kehrpuncte, so ist die Anzahl der eigentlichen Tangenten, welche 
man von c an die Curve ziehen kann, oder die Anzahl der be- 
weglichen Schnittpuncte von Curve und Polare 

n (»— 1) — 2d— 3r; 
die Polare jedes Punctes, also auch die von c, geht durch jeden 
Doppel- oder Ruckkehrpunct der Curve, und berührt die Tan- 
gente jedes der letztern, so dass von den Schnitlpuncten der Po- 
lare mit der Curve in jedem Doppelpunct zwei, in jedem Rück- 
Wirpunct drei vereinigt und fest liegen. 



*) Es mag bemerkt werden , dass ein r facher Punct in allen Be- 
Ziehungen immer durch — - Doppelpuncte ersetzt gedacht werden 

kann, sobald nur seine Tangenten sämmtlich verschieden sind. Auf 
diesen Fall lässt sich z. B. die Function f bei den hyperelliptischen 
Functionen immer zurückführen, so dass diese keine weiteren Schwie- 
rigkeiten machen. Aber besondere Betrachtungen werden erfordert, 
wenn mehrere der Tangenten eines vielfachen Puncts zusammenfallen. 
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Ein Doppelpunct ist bekanntlich dadurch charäkterisirt, dass 
in ihm 

&Ci #T 2 tf#3 

oder, wenn man sich der Gleichung F [s x , x) = bedient, dass 
zugleich 

■<-o.£-o.£-a 

Entwickelt man also wie oben in * der Nähe eines Doppel- 
puncts s£, x° nach 'Potenzen von s x — s£, x—x° t so hat man: 

*(:> *) =0= i {g (f. - O* + 2 ^r fc-O (*-*•) 



+ f£(*:-*> , } + .-- • 



a/- _ a 2 /* , ox , a 2 ** , * , 

Aus der ersten dieser Gleichungen erkennt man, dass hier 
wieder s^^-sZ in der Grenze mit x— x° selbst, nicht wie früher 
mit j/x—x°, proportional wird, und zwar ergeben sich für 

8ar ~ 8 * zwei Werthe aus der quadratischen Gleichung 

X — X 

( s x -s° \ &r 9x -*z d*F« a 2 ** _ 

\x-x° ) ds% * ^ x — x° ds$. 3x° "*" dx* — U ' 
Daher wird aueh 75— in der Nähe des Doppelpuncts mit, 

x — x° proportional, und das Integral V wird, wenn die Integra- 
tion sich in der Nähe von s#, x° bewegt, proportional mit 

dx 



ß 



- = log {x^x°). 



x — x 

d. h. das Integral wird logarithmisch unendlich. Ausgenommen 
hiervon ist der Fall, wo der Zähler Q selbst für 5^ = 5^, 
x = x° verschwindet. Ist dieses der Fall, so nähert sich Q in 
der Nähe dieser Werthe nicht wie sonst einem endlichen con- 
stanten Werth, sondern man hat 

• 0=gE(«.-o + t!?<«-«o + ...i 

also auch Q mit x — x° proportional. In diesem Fälle nähert 
sich sonach -^= einer endlichen Grenze, und das Integral V 

bleibt in der Nähe des Doppelpuncts vollkommen endlich. 
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Ist Sa, x° ein Rückkehrpunct, so tritt zu den Bedingungen 
des Doppelpuncts noch die hinzu, dass die obige quadratische 
Gleichung zwei gleiche Wurzeln habe, d. h. dass 

d*% * * dx° « \d8° x dx°) ~ a 

Man kann dann zwei Grössen a, b so bestimmen, dass 

= aft. 



Indem man bei der Entwicklung von F (s x , x) noch die 
Glieder dritter Ordnung berücksichtigt, hat man 

F [s xt x) = =*i [a (s«-sp + b (x—x )]* 

+»8^fe-*3(*-^+g;(*-* - ) , }+... 

während 

g = a [« («. - #*) + 6 («-«•)] + .. . 

Die erste Gleichung zeigt, dass die Combination 

« (**—**) + * (*-*°) 

y on höherer als der ersten, nämlich von der f len Ordnung ist; 
daher können wir in den Gliedern 3 ler Ordnung von F (s x , x) = 
die Gleichung a (^ — s%) + & (#— x°) = anwenden, oder 

8—Si = — - {X—X°) 

se teen, wodurch der Ausdruck 

« (».—<) + * (*~*°) 
öer|ten Potenz von x — x° proportional wird. Es ist also auch g— , 

Elches sich von diesem Ausdrucke nur durch den Factor a un- 

t(J rscheidet, mit [x — x°)* proportional, und das Integral V wird, 
80 lange die Integration sich in der Nähe des Rückkehrpuncts 
Wegt, indem der Coefficient von — = - 5 unter dem Integralzeichen 
Schwindet, von der Form: 

( L A - + 7/ B \ dx = \ -^=, + 2B j/x=x\ 
J V(x - ar ) 3 Vx - x°J * Vx-x° ^ r 
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§ 4- 



also algebraisch unendlich, und zwar der — V™ Potenz von 
x — x* proportional. Ausgenommen ist auch hier wieder der 
Fall, wo der unter dem Integralzeichen befindliche Zähler Q 
selbst für den Rückkehrpunct verschwindet, wo dnnn V mit 



j 



d.v 



proportional wird, also endlich bleibt. Man sieht, dass sich 
der Rückkehrpunct verhält wie die Vereinigung eines Doppel - 
punets mit einem Beriihrungspuncte, so dass nach Aufhebung des 
DoppelpuncLs noch die Eigenschaften des Berühr ungspunetes 
übrig bleiben* 



§ 4, Integrale erster Gattung. 

Aus dem Gesagten erkennt niau, dass es Integrale geben 
kann, welche überhaupt nie unendlich werden. Dieselben müssen 
die Eigenschaft haben, dass ihr Zahler Q oder & für alle Doppel- 
und Rückkehrpunct e verschwindet. Dies ist, wenn n > 2, in der 
That immer möglich; für «==I oder n = 2 existiren Integrale 
der hier betrachteten Art überhaupt nicht, da es keine ganze 
Function Q (** — 3) tsr Ordnung mehr giebt. 

Die höchste Anzahl von Doppel- und Rückkehrpuncten, welche 

eine eigentliche Curve n ter Ordnung besitzen kann, ist "~ ' "— - - 

Wäre nämlich ein Doppel- oder Rückkehrpunct mehr vorhanden, 

so könnte man durch die n ~ * 7 *~ + 1 Puncte dieser Art und 

durch noch 2« — 3 andere auf der Curve. gewählte Puncte, also 

im Ganzen durch ^~ v Puncte, eineCurvc [n — l) lin 'Ordnung 

legen, welche dadurch gerade bestimmt ist Diese Curve schnei- 
det dann die gegebene, da jeder Doppel- oder Rückkehrpunct 
als zwiefacher Sehnittpunct zu rechnen ist, in 

[ n _ i) {„ _ 2) + 2 + 2« — 3 = n [n — 1) + 1 

Puneten, also in einem Schnittpuncte mehr, als einer Curve n ief 
und einer Curve [n — l) tLT Ordnung überhaupt zukommt. Daher 
müsste ein Theil beider Curve n zusammenfidlen, mithin die Curve 
n ieT Ordnung seihst in Tbeile zerfallen und aufhören eine eigent- 
liche Curve n*** Ordnung zu sein. 
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Somit ist d + r höchstens gleich --— -y^— - — Die letztere 
Zahl aber stimmt genau überein mit der Zahl der Coefficienten 
in der Curve (n — 3) ter Ordnung S = 0, welche den Zähler 
unter dem Integralzeichen von V bildet. Die Curve = kann 
also so bestimmt werden, dass sie durch die d + r Doppel- und 
Rückkehrpuncte hindurchgeht, d. h. dass sie den d + r für ihre 
Coefficienten linearen Gleichungen genügt, welche aussagen, dass 
ß für die Coordinaten eines jener Puncte verschwinde. Für die 
höchste Zahl von Doppel- und Rückkehrpuncten erhält man hie- 
be! freilich so viel homogene Gleichungen als Unbekannte, und 
diese müssen sämmtlich verschwinden; für 

. . ti — 1 . n — 2 
d + r = - 

ist also die Anzahl der überall endlichen Integrale gleich Null. 

Im Allgemeinen aber ist die Zahl der in S noch unbestimmt 

bleibenden Coefficienten 

w — l . 71 — 2 , 

P = 2 d ~ r > 

und das allgemeinste überall endliche Integral setzt sich daher 
aus ebenso vielen speciellen Integralen zusammen; oder wie man 
sich ausdrücken kann, es giebt 

n — 1 . n — 2 _ 

P= ä d—r 

verschiedene Integrale erster Gattung; wenn man mit 
letzterem Ausdruck überall endlich bleibende Integrale bezeichnet. 
Solche Integrale werden wir im Folgenden im Allgemeinen Inte- 
grale I nennen. 

Alle Integrale von der Form 

y f 9 G £ ± cix 2 d x z _ fQdx 

Jc^-+c-^-4-c^L ~ J dF 
1 dxy * dx % * 3 dx 3 ds x 

iann man aus n "~" ' n ~"~ — speciellen Integralen zusammensetzen. 

Als solche specielle Integrale kann man ausser den eben behan- 
delten überall endlichen Integralen solche wählen, welche nur 
in je einem der d + r Ausnahmspuncte unendlich werden. In 
der That, sei H= eine beliebige Curve (n — 3) ter Ordnung, 
seien 0, = 0, & 2 = . . . ß d + r = Curven (n — 3) ter Ord- 
nung, welche durch die d + r Ausnahmspuncte, immer einen 
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ausgenommen, hindurchgehen, so kann man Constanten a t , a 2 . . . 
cc<i+r immer so bestimmen, dass die Curve 
(1) . . . H — a, t — cc 2 2 . . — a^+r rf+r = = 
durch alle d + r Ausnahmspuncte geht, und also 

/H 2 ± Cj a? 2 da? 3 / * 2 ± c t a? 2 <ftc 3 

c K + c äL + c K ~J c K + , M. + c K 

C * 8xi + C » dx t + C ä 8x 3 C ' äc, + C * dx t ^ C » 3x 3 

Qi £ + c, x t dx 3 



+ 2i 



sich auf die angegebene Weise zusammensetzt. Bezeichnet man 
nämlich durch obere Indices die Werthe, welche die Functionen 
H, & l9 2 . . . für die Ausnahmspuncte annehmen, so hat man, 
indem man die Bedingungen aufstellt, dass die Curve (1) durch 
alle Ausnahmspuncte hindurchgehe: 

#u) __ tti e 4 (D _ o • '< 

fi» _ a 2 2 ( 2 ) = 

flw+r ) — ^ +r 0^+;>=o. 

Alle übrigen 0,W verschwinden der Annahme nach; die vor- 
stehenden Gleichungen aber bestimmen die a vollkommen und 
eindeutig. Die in Rede stehende Darstellung ist daher auch nur 
auf eine Weise möglich, wenn die Curven 0, einmal gewählt 
sind. Auf diese werden wir an einer späteren Stelle wieder 
zurückkommen. 

§ 5. Integrale dritter Gattung. 

Statt der in § 2. unter 3). aufgeführten Integrale 

> dx 

[X - a) ds x 

wo Q eine Function (n — 2) ten Grades ist, wollen wir die etwas 
allgemeinere Form betrachten 

Q dx 



J(x — a) dF> 



■-A 



(«„ + ßx + y)g 



• f*_ St 2 + c t x t dx z _ 
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bei welcher im Nenner eine beliebige lineare Function erscheint. 
Das vorliegende Integral verhält sich bezuglich der Berührungs- 
puncte der von c an f = zu ziehenden Tangenten genau wie 
das vorige; auch wird es im Allgemeinen für die Doppel- und 
Rückkehr puncte unstetig. Aber es wird auch noch für diejenigen 
n Puncte unstetig, in denen die Curve F = von der Geraden 

as x + ßx + y = 
geschnitten wird. Ist s£, x° einer dieser Puncte, so ist in der 
Nähe desselben 

as x + ßx + y = a (s x — O + y (x — x°) 

F( s„, x )=0 = ^ ( Sje --s°)+ d £;(x-x ) + ... 

Aus der letzten Gleichung geht hervor, dass s x — s* mit 
x — x° proportional ist; die erste zeigt sodann, dass der Nenner 
unter dem Integralzeichen von V ebenfalls mit x — x° propor- 
tional, also V logarithmisch unendlich wird. Die Schnittpuncte 
der Graden mit F = verhalten sich also in dieser Beziehung 
wie die Doppelpuncte der Curve. 

Da die Function Q oder Sl von der (w— 2) ten Ordnung ist, so ent- 
hält sie n *V~ willkürliche Coefficienten , und man kann sie 

als Combination von ebenso vielen speciellen Functionen dessel- 
ben Grades darstellen, oder, was dasselbe ist, das Integral V als 

Aggregat von n ' n ~ speciellen Integralen derselben Art. Nun 

kann man offenbar specielle Curven Sl = so lögen, dass sie 
durch n — 2 Schnittpuncte der Geraden mit f=Q gehen. Mehr 
ist nicht möglich, wenn nicht Sl in die Gerade und eine Curve 
(n — 3) ter Ordnung zerfallen, V also ein Integral erster Gattung 
werden soll; denn sollte eine Curve Sl = Q der (n — 2) ten Ord- 
nung durch n — 1 dieser Schnittpuncte gehen, so müsste sie 
mit der Geraden n — 1 Puncte gemein haben und also die Ge- 
rade selbst enthalten. Aber man kann eine solche specielle Curve 
ausserdem noch durch die d + r Ausnahmspuncte von f=0 

gehen lassen; denn da deren Zahl höchstens n — — * n ~~ be- 
trägt, so wird hienach die Zahl der für ß=0 gegebenen Puncte 

höchstens 

7i— l.n — 2 . n Ti+1. n — 2 
"2 +»-2=— g , 

Clebsch u. Gordan, Theor. d. Abel'schen Funct. 2 
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welche Zahl gerade hinreicht, um eine Curve (n — 2) ler Ordnung 
zu bestimmen. 

Seien also Sl t = 0» ß 3 = . . . Sl n = specielle Curven, 
welche sämmilich die Ausnahmspuncte, und welche ausserdem 
alle Seh niitpu riete der Geraden mit f=0 enthalten, beziehungs- 
weise ausgenommen bei Sl 2 = den ersten und zweiten, hei 
ß a = den ersten und dritten . . ,, bei ß B = den ersten 
und n le \ Dann kann man in der Gleichung 

ß — k ± ß e — & a ß a , . . — k H $l n = 
die Co ns tauten A- so bestimmen, dass die hie durch dargestellte 
Curve durch n — 1 Schnittpuncte der Geraden mit f=Q geht, 
also die Gerade ganz enthalt. Man hat nämlich, wenn man durch 
obere Indiccs bezeichnet, dass die Goordinaten des entsprechen- 
den Schnittpuncts eingesetzt werden sollen, nur die Gleichungen 

ß<^ — \^(lq«4 

ßtö _ jt t st 9 m = o 

zu erfüllen, damit der 2 te , 3 t0 . . ,, «** Schnittpunct auf der 
obigen Curve liege. Destimmt man hieraus die /.-, so zerfällt 
die obige Curve in die Gerade und iir eine Curve [n — 3) ler Ord- 
nung & 7= 0; man hat also 

ß = *, ß ( + *j ß, , . , + h « Ä* + K *J + *J ** + «3 *J @ ' 

Und somit erhält man für V folgende Darstellung: 



i=n /* 



ßi J7 + C| ff* rfx 3 



K *, + *, q, + *, *~j ^ £+c t ^ + e 3 gj 



Diese Darstellung zeigt, dass das Integral V sich auf die 
Froher behandelten Integrale zurückführen Lässt, und auf solche, 
welche nur in zwei Puncten logaritb misch unendlich werden. 
Denn in der Thal wird ein Integral 



fz 



nur noch in den beiden Schnittpuncten der Geraden mit der 
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Curve /■=() unstetig, durch welche die Curve &,== nicht, 
geht Solche nur in zwei Puncten unstetige Integrale 
heissen Integrale dritter Gattung. 

Auf diese Integrale lassen sich nicht nur, nebst Integralen 
der im vorigen § behandelten Form, alle unter § 3 angeführten 
Integrale zurückfuhren, sondern auch diejenigen im Vorigen be- 
handelten Integrale 

G { 2 ± c t x % dx % 



h 






selbst, welche nur in einem Doppelpuncte unendlich wurden. 
Denn lässt man in dem Integral 

f & 2? ± c x x t dx 3 

J (« t *, + «, x t +a s *,) (c, J£ + c , J£+ c , g) 

die Gerade a durch einen Doppelpunct gehen, und bestimmt Sl, 
wie im Frühern gelehrt wurde, so dass es durch alle Doppel- 
puncte (und Ruckkehrpuncte) und ausserdem durch die übrigen 
n — 2 Puncte geht, welche die Gerade cc mit der Curve f=0 
gemein hat, so hat man offenbar ein Integral von dem Character 
der oben behandelten vor sich. Aber Sl hat dann mit der Ge- 
raden cc n — 1 Puncte gemein und enthält diese demnach ganz ; 
daher geht das obige Integral, indem 

Sl = (a t x x + cc z x s + a s x 3 ) G 
wird, in die Form 

G 2 ± f) x 2 dxj 



s-. 



dx t * * dx % ' 8 dx z 



über, wo nun G durch alle Ausnahmspuncte geht, bis auf den 
auf et liegenden, so dass dieses Integral zugleich das Schema der 
ad 2) § 2 angeführten nicht überall endlichen Integrale liefert, 
soweit dieselben in Doppelpuncten unstetig werden. Auch diese 
also rechnen wir zu den Integralen dritter Gattung. Und da 
diese immer in zwei Puncten unstetig sein müssen, so kann man 
sagen, jene seien unstetig in den beiden Puncten, welche in dem 
betrachteten Doppelpuncte vereinigt liegen. 

Wie diese Betrachtungen zu modificiren sind, wenn der Un- 
stetigkeitspunet ein Rückkehrpunct wird, ist weiter unten zu 
erörtern. 

2* 
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Da sowohl die Integrale dritter Gattung, als auch deren 
Differentialquotienten nach Constanteo, als endlich die oben ab- 
gesonderten algebraischen oder logarithmischen Functionen, über- 
haupt also alle hier auftretenden Integrale in irgend welchen 
P mieten unstetig werden, die Integrale erster Gattung allein aus- 
genommen, so folgt als Corollar der Satz: 

Jedes Integral der vorliegenden Form, welches 
für keinen Punct von f=Ü unstetig wird, ist ein In- 
tegral erster Gattung. 



§ 6. Bildung der Hormalintegrale dritter Gattung. 

Ueber die Bildung eines Integrals 3 ler Gattung können wir 

nun Folgendes genauer ausführen. 

Es seien |, ^ die beiden Unstetigkeitspnncte des Integrals, 
so dass, da beide auf /"=() liegen,, die Gleichungen stattfinden: 

fkf £,i W = o, ffa, ^, ^J = a 

Dann wird die Gleichung der Geraden cc folgende: 

* ± * , £. *. = Oi 

und das Integral wird: 

Die Curve (n — tf* Ordnung £1 = ist nun so zu be- 
stimmen, dass sie durch die sämmtlichen Ausnah mspunete von 
f=Q, und durch die n — 2 Puncto gehl, in denen die Gerade 
|q die Curve f=Ö noch schneidet Die Anzahl aller für 4Ä=Ö 
festgelegten Puncte ist also d + r + n — 2, so dass man noch 

n — 1 m n — 2 

2 ~d-r = p 

Puncte beliebig hinzufügen kann, durch welche Sl zu gehen ge- 
notbigt sein soll* 

Die Coordinaten eines Punctes der Geraden ij, ■?/ sind be- 
kanntlich 

£| + H' i« + *$** & + h h> 
wo A ein variabler Parameter ist 

Diejenigen Werthe nun von A, welche den n - 2 andern 
Sehniltpmicten der Geraden £?/ mit f=Q entsprechen, erhält 
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man, indem man diese Ausdrucke der Coordinaten in f=0 ein- 
seht. Diese Gleichung nimmt dann, nach Potenzen von l ge- 
ordnet, die Form an: 

und giebt also eine Gleichung n ten Grades für X zur Bestimmung 
der n Schnittpuncte unserer Geraden mit f = 0. Aber zwei 
Wurzeln kennen wir bereits: il = 0, 'Welche den Punct £, und 
ilcaoo, welche den Punct r\ liefert. Man muss daher in der 
obigen Gleichung u = 0, u H = haben ; und in der That Ist ja 

Daher geht die obige Gleichung nach Auslassung des Factors 
l in die Gleichung [n — 2) len Grades 
(1) . . . u, + Xu 2 + Vu a . . . + *— *i«*-i = 

über, welche zur Bestimmung der übrigen n — 2 Schnittpuncte 
dient. 

Diese Schnittpuncte sollen zugleich auf der Curve Sl = 
liegen. Dieses heisst, dass, wenn man in Sl statt der Coordi- 
naten die Grössen £,- + Irji einsetzt, für l dieselbe Gleichung 
resultiren muss, welche wir soeben erhalten haben. Setzt man 
also 

Ä& + *li /*, + *!,. *. + *%) 

=3 v x + lv t + l\ • • • + * n "~ 2 *»-i> 

so können sich die v von den entsprechenden Grössen u nur 

durch einen gemeinschaftlichen Factor unterscheiden. Man hat 

also die Gleichungen: 

{v t = f*w t 
v % = n 

wobei ft diesen unbestimmten gemeinschaftlichen Factor bedeutet. 

Die Gleichungen (2) sind n — 1 an der Zahl, linear für die 
in den v auftretenden Coefficienten von Sl, und für die Grösse p, 
welche übrigens unbeschadet der Allgemeinheit gleich 1 gesetzt 
werden kann, was im Folgenden geschehen soll. Fügen wir die 

^-^ — * *~" andern Gleichungen hinzu, welche aussagen, dass 

Sl = durch ebensoviel gegebene Puncte geht, so hat man 
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§7. 



t — i 



lineare Gleichungen mit eben so vielen Unbekannten, 
* t 

den Coefficienten von Sl r welche durch dieselben vollständig be- 
stimmt sind. Tragt man die erhaltenen Werlhe ein, so wird Sl 
der negative Quotient zweier Determinanten- Die Determinante 
des Zählers enthält in der ersten Vertikalreihe die Elemente 

0, t* (J u t — u*-t* 0* . - - 0; 
in den folgenden Yerükalreihen aber die in die Coef ficienten von 
Ä multiplicirlen Glieder der Functionen Sl r r t$ p s - - - r»_i f so 
wie derjenigen, welche die linken Theile der übrigen linearen 
Gleichungen bilden. Die Determinante des Kenners ist die Deter- 
minante der linearen Gleichungen selbst, oder die Unterdetermi- 
nante der vorigen genommen nach ihrem ersten Element*). 

Diese Darstellungsweise der Function Sl wollen wir im Fol- 
genden zu Grunde legen, und das so gebildete Integral dritter 
Gattung durch S oder S& oder >S$q{x) bezeichnen. Dasselbe hat 
einige wichtige Eigenschaften, welche hier entwickelt werden 
sollen. 



§. 7. Eigenschaften der Normaüntegrale dritter Gattung, 

Betrachten wir zunächst das Verhalten von Sl und S in der 
Nähe der UnstetigkeUspuncte, In der Nähe des Puucies § kann 
man die x überall da, wo es sich nicht um verschwindend kleine 
Factoren handelt, durch die | ersetzen. Nun sind die ersten 
beiden Horizontalreiben des Zählers von Sl, die erste von Sl 
selbst, die zweite von der ersten Gleichung (2) herrührend, fol- 
gende: 



Wi 



b 



. H — 2 

n-2 



nx 



n—Z 

:w-3 



*-»*■." I, 



n — Ä 
n-2 



*) Dieser Nenner hat übrigens eine sehr bemerkens werthe Eigen- 



schaft. Er zerfällt in das Product von 



n — l.n — 2 
2 



dreigliedrigen 



Determinanten mit einer grösseren Determinante. Eine der ersten 



gleich Null gesetzt sagt aus, dass einer der 



n — 1 , n — 2 



festen Panete 



auf der Geraden %q liege \ das Verschwinden der, lotsten gieht an, dass 
jene Fnncte selbst auf einer Cnrve (n — S) tor Ordnung liegen, ein Fall r 
welcher immer zn vermeiden ist. 
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Wenn x in die Nähe von £ ruckt, so unterscheiden sich 
disse Reihen nur noch durch das erste Glied; zieht man die 
zweite Reihe von der ersten ab, so wird das erste Glied der 
ersten Reihe — u if die übrigen verschwinden; der Zähler von 
& reducirt sich also auf — u l multiplicirt mit der Unterdeter- 
minante des ersten Gliedes, und da diese genau depi Nenner von 
& gleich ist, so erhält man 

A = tf t , 
oder wenn man die Entstehung von u t als des Coeflßcienten von 
l in der Entwicklung von 

ffe + hfc» 5« + *v*> *• + *%) 

berücksichtigt: 

SoJange also die Integration sich in der Nähe des Punctes 
£ bewegt, kann man für S setzen: 

« _ Vi ae» "t^ et, "^ 8 a s 3 rsteiU*** 

Ci as, "*" c * as, + Cjj as 3 

Setzen wir hier für die ganz willkürlichen Grössen c die 17 
ein, so findet sich sofort 

Das Normalintegral S verhält sich also in der 
Nähe des Unstetigkeitspuncts £ wie — log 2 + x t £ 2 ^ 3 ; 
mithin in der Nähe des Unstetigkeitspuncts r\ wie 

+ log *± *,&!.•). 

Nehmen wir ferner drei verschiedene Puncte auf der Curve 
f=0 an, die wir durch §, 17, f bezeichnen, und bilden die 
Summe 

Unter dem Integralzeichen befindet sich dann, von einem 
gemeinschaftlichen Factor abgesehen, eine Summe von der Form : 



*) Dies ändert sich nicht, auch wenn ein Unstetigkeitspunct in den 
Berührungspunct einer der von c an die Curve zu ziehenden Tangenten 
fällt. Ueberhaupt ist ein solches Zusammentreffen immer als voll- 
kommen gleichgültig zu betrachten. 
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§ 7. 



& 



Sl" 



£ ± *i Is 37 3 £ ± ^i 9a £s S ± ^1 & la' 
wobei die fi\ ü" alitilicEie Bildungen für die Punctepaare *jf, 
£§ bedeuten, wie Sl für das Punctepaar £>?. Bringen wir diesen 
Ausdruck auf gleichen Nenner, so ist der Zähler die Function 
n Wr Ordnung: 

Dies gleich Null gesetzt, ist die Gleichung einer Curve *i ter 
Ordnung. Dieselbe geht durch alle Schnittpuucte von f=Q mit 
den Geraden £13, <$* El- Denn was z. IL die Gerade ^ angeht, 
so ist der linke Theil ihrer Gleichung in zweien der obigen 
Terme geradezu cnlh allen. In dem ersten aber verschwindet Sl 
Für die » — 2 SchniUpimcte, welche die Gerade ausser £ und 17 
mit f=Q gemein hat, während 2 + xj£ für ij, 2 1 + #f£ für | 
verschwindet. Diese Eigenschaft wird auch nicht verändert, wenn 
man statt tp den Ausdruck tp + /</ betrachtet, wo k eine Con- 
stante ist Nun kann man diese Constante immer so wählen, 
dass die Curve <p + kf= Ö die drei Puncto | ( ^ f f zu Doppel- 
puneten hat Stellen wir für den Punct i die hierin enthaltenen 
Bedingungen auf. Sie besteben darin,- dass die Differential- 
nuotienten vomp + &/* nach den x für #=| verschwinden. Nun 
erbält man aber für x = jj, indem man die Glieder auslässt, 
deren Verschwinden für x = f man unmittelbar einsieht: 

gflt) 









-'S, 

arte 



In diesen Ausdrücken wird nach dem Vorigen 

n _ /„ an» j.« gte , _ 8/te\ 



Bemerkt man noch, dass 






% 
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so kann man den in der ersten der obigen Gleichungen einge- 
klammerten Ausdruck auch so schreiben: 



df(i) 






H«P + fc 



% 



«. 3A(i) . > 









+% de, 



% 



% 



+? s 






?, f. 



=^*±«, 



Indem man die andern Ausdrücke ähnlich behandelt, findet 
man endlich 

^ = f[H(^±l 1 ^ ] )']. 

Es wird daher £ ein Doppelpunct der Curve qp + A/=0, 
wenn 

A; = -(^+5 1 i 7f f,) t 
gesetzt wird. Aber wenn man in gleicher Weise k so bestimmt, 
dass i\ oder f Doppelpunct wird, so erhält man offenbar stets 
den nämlichen Werth von k f da dieser durch Yertauschung von 
t, i/, f sich nicht ändert. Daher hat die Curve <p + kf=0 
alle drei Puncte zu Doppelpuncten. Sie hat deswegen mit jeder 
der Linien £rj, rfe, ££ nicht blos die n — 2 übrigen Schnittpuncte 
der Geraden mit f=0, sondern auch noch zwei Doppelpuncte, 
dso im Ganzen n + 2 Puncte gemein, muss alsp diese Geraden 
ganz enthalten. Daher ist 

V + kf^Z+x&m ' Z + XtVtts • *±*,t.l. ' ®> 
wo 8 Gin Ausdruck (n — 3) ter Ordnung ist. 

Es wird demnach, mit Berücksichtigung der während der 
Integration stattfindenden Gleichung f=0: 



2?±*,ife?, ^ -»±*ifc«i 



= ©, 



und demnach 

Ci dx^ c * dx^ c * dx z 

Da der Voraussetzung nach die Sl für die Doppel- und 
Rückkehrpuncte verschwinden, so gilt dasselbe für 8; die rechte 
Seite dieser Gleichung ist also ein Integral erster Gattung, und 
man hat den Satz: 
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Die Summe dreier Normalintegrale dritter Gat- 
tung, gebildet für je zwei von drei Puncten der Curve 
f=^Q als Unstetigkeitspuncte, ist ein Integral erster 
Gattung. 

Diese Gleichung* welche wir kürzer in der Form 
[1) . . . <%,+ %+%«! 
schreiben können, ist Tür die Theorie der Integrale dritte 
Gattung von grosser Wichtigkeit* Setzen wir nämlich für £ irgend 
«inen beliebig gewählten constanten Pimct der Curve f=O t und 
bemerken, dass wegen der ßilduqgsweise der Function S 

so hat man aus (1): 

was man in folgendem Salze aussprechen kann; 

Das Normalintcgral dritter Gattung S'fy ist, bis 
auf ein Glied, welches einem integrale erster Gattung 
gleich wird, die Differenz zweier ganz gleich gebil- 
deter Functionen, deren eine nur von den £, derer 
andre nur von den *j abhängt, und weiche sich nui 
durch diese Parameter unterscheiden. 

Auf diese Weise sind die von zwei Puncten f, ^ abhängigen 
integrale S auf Functionen zurückgeführt, welche nur von einen 
der Unstetigkeitspuncte abhängen* 

Ein weiterer Satz bezieht sich auf den Umstand, dass 
und daher auch S nicht vollkommen bestimmt waren, sondern 
dass bei der Eildung von £1 eine Reihe von ganz willkürlichen 
Puncten benutzt war. Indem wir sie durch andre ersetzen, er- 
halten wir eine Function Sl' und ein Integral &, welche in allen 
wesentlichen Puncten mit Sl und S übereinstimmen. Die Curve 
{n— 2)^ Ordnung 

gebt durch die »— 2 übrigen Schnittpuncte der Geraden 
mit /=G, da für diese Puncte Sl und Sl' einzeln verschwinden. 
Aber da Sl sich für # = £ nach dem Vorigen auf einen ganz 
bestimmten Werth reducirt, der von den willkürlich zu wählen- 
den Puncten vollkommen unabhängig ist, so nimmt Sl' für x=£ 
denselben Werth an, und Sl — £1' verschwindet für #=£, und 
ebenso für x = «• Die Curve Sl ^ Sl' = hat also mit 
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Geraden £17 nPuncte gemein und enthält demnach dieselbe 
ganz, so dass 

wo = eine Curve n — 3 ter Ordnung ist, welche wie &=0, 
&' = durch die Doppel- und Rückkehrpuncte von f=0 hin- 
durchgeht. Daher ist 



'=/; 



2 x Cj *Cj cte 3 ^ * 

, — i, 



dx\ 2 &£f ' 3 dx 3 

d. h.: 

Wenn man das Normalintegral S auf zwei ver- 
schiedene Arten für dieselben Unstetigkeitspuncte £, 
rj bildet, so unterscheiden sich beide Bildungen nur 
um ein Integral erster Gattung. 

Für diejenige Form der Integrale dritter Gattung, in welchen #, 
s x eingeführt, und s x als Function von x betrachtet wird, er- 
setzen wir ebenso die Puncte g, iq durch Werthpaare s^, £, 
s n , % welche den Gleichungen 3. §1. gemäss mit den Coordina- 
ten jener Puncte zusammenhängen. Es nähert sich dann das 
Integral dritter Gattung dem Obigen zufolge in der Nähe von § 
dem Ausdruck — log H + x l | 2 rj 3 , was hier zunächst in 
1 x s 

«-lagK*-©^-*,)-^-^)«-!!)] 



— log 



1 £ *g 

übergeht. Wenn man nun bemerkt, dass in der Nähe von £ 
W« f O dFfa* t ) 



0«(*-«— ar*- + fo 



r 



so wird obiger Ausdruck bis auf eine additive Constante zu 
— log (x — £), und es verhält sich also das Integral in der Nähe 
dieses Unstetigkeitspuncts wie der Logarithmus der Differenz der 
Variabein und. des Parameters. 

§ 8. Integrale zweiter Gattung. 

Ein Integral zweiter Gattung entsteht, wenn die bei- 
den Unstetigkeitspuncte eines Integrals dritter Gattung unendlich 
nahe zusammenrücken, und also die Gerade |t/ zur Tangente 
der Curve f = wird. Man kann ein solches Integral direct 
bilden in der Form 
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Sl £ + c< 



ria\i 



'df(i) 



+ # 2 



arm 



+ ^3 



"^«y 



)(. 






wo nun im Nenner ein Ausdruck erscheint, welcher gleich Null 
gesetzt die Gleichung der Tangente des Punctes £ liefert. Man 
hat dann die Function [n ~ 2) tei Ordnung Sl so zu bestimmen 
dass Sl = durch die Doppel- und Rückkehrpuncte von /*=< 
und durch die n — 2 Puncte geht, in denen die Tangente des 
Punctes £ die Curve f=0 noch schneidet* 

Man erkennt hieraus sofort, dass ein nur in einem Rückkel] 
punet unendliches integral ein Integral zweiter Gattung ist, denn 
jede durch den Rückkehrpuuct gelegte Gerade verbindet in diesen 
zwei unendlich nahe Puncte, ungleich einer durch einen Doppe 
punet gelegten Geraden, welche als Verbindungslinie zweier ganz 
verschiedener Puncle zu betrachten ist. Dieselbe Betrachtung 
welche oben das in einem Doppelpunct unendliche integral ab 
Integral dritter Gattung erkennen lehrte, kennzeichnet also das 
elftem Rückkehr-puukt, unendliche, welches übrigens ebenfalls dl 
Form eines Integrals erster Gattung hat, als in zwei unendlic 
nahen Puncten unstetig, d. It. als Integral zweiter Gattung. 

Aber die oben angedeutete Darstellung eines Integrals zweite 
Gattung führt im Allgemeinen auf erhebliche algebraische Schwierig- 
keiten. Um diese zu vermeiden, kann mau auch folgenden We 
einschlagen. Wenn man in der Gleichung 

^ = % — % + I 
die Puncte 6, v\ einander sich nähern lässt, wenn man als 
etwa setzt: 

Vi 7* A — f *i 
y* — $$— * a * 

9» ~ % '— £tx * 

und ^ sich der Null nähert, so erhält man: 

Da nun 7 die |, ij, f nur in den Coefficienten enthalt, 
bleibt die Grenze, der sich dasselbe nähert, immer noch eil 
Integral erster Gattung; indem wir also davon abstrahiren, könnet 
wir als Integral zweiter Galtung den Ausdruk 



*t 



ds> 



K 



dfi 



+ «* 
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zu Grunde legen. Weil aber auch % gleich der Differenz einer 
Function von £ und derselben Function von r\ ist, abgesehen von 
einem Integral erster Gattung, so kann auch obiger Ausdruck £ 
nur noch in einem Gliede enthalten, welches sich aus Integralen 
erster Gattung zusammensetzt, oder man kann ein Integral I so 
bestimmen, dass 



dS { 



« 



+ «. IST + «3 



dSi 



'£ 



von £ unabhängig wird. 

Die Grössen a sind nicht vollkommen willkürlich, sondern 
müssen so gewählt werden , dass rj auf der Curve bleibt, 
oder dass 



o = /-fo) = 



/•(!)-«(«. 



dr 



8f 



1 8fc + "» dU + 






Da nun das erste Glied ohnedies verschwindet, so bleibt 
die Bedingung 



as. 



+ «. 



-£ + « -^=0 



Man kann dieselbe auf die allgemeinste Weise erfüllen, indem 
man setzt: 

a dt a dt ' 

"' = ^-^31; 
„ _ R dr_ _„ dr_ 

- n PL _ r d L 
"*'- p « ag, p « ~a$, 

»o denn die ß ganz beliebig sind. 
Setzt man dies ein, so wird 



as,' 



a«,~ '% p ' 



ag, a& p « 



ft 



(i) . . . « f f% + a ^ +e £3» = 
' ' % + « % + J ag, 

asa jy 

ag 3 as, 

Es ist aber Sg eine Function, welche nur von den Verhält- 
Wssen der | abhängt, wie eine Abzahlung lehrt; daher hat man 
identisch: 

bJ at 



äs«. a^j 



ae, 



a«, 



3? = 0. 



f(a 
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& 2 ± c t x t dx z 

wo nun im Nenner ein Ausdruck erscheint, welcher gleich Null 
gesetzt die Gleichung der Tangente des Punctes £ liefert. Man 
hat dann die Function (n — 2) ter Ordnung & so zu bestimmen, 
dass Sl = durch die Doppel- und Rückkehrpuncte von f=0 
und durch die n — 2 Puncte geht, in denen die Tangente des 
Punctes £ die Curve f = noch schneidet. 

Man erkennt hieraus sofort, dass ein nur in einem Rückkehr- 
punct unendliches Integral ein Integral zweiter Gattung ist, denn 
jede durch den Rückkehrpunct gelegte Gerade verbindet in diesem 
zwei unendlich nahe Puncte, ungleich einer durch einen Doppel- 
punct gelegten Geraden, welche als Verbindungslinie zweier ganz 
verschiedener Puncte zu betrachten ist. Dieselbe Betrachtung, 
welche oben das in einem Doppelpunct unendliche Integral als 
Integral dritter Gattung erkennen lehrte, kennzeichnet also das in 
einem Rückkehrpunkt unendliche, welches übrigens ebenfalls die 
Form eines Integrals erster Gattung hat, als in zwei unendlich 
nahen Puncten unstetig, d. h. als Integral zweiter Gattung.' 

Aber die oben angedeutete Darstellung eines Integrals zweiter 
Gattung führt im Allgemeinen auf erhebliche algebraische Schwierig-' 
keiten. Um diese zu vermeiden, kann man auch folgenden Weg 
einschlagen. Wenn man in der Gleichung 

Sh = % — S n s + I 
die Puncte £, iy einander sich nähern lässt, wenn man also 
etwa setzt: 

Vi = Si — **i 

' n% = £ 2 — *<*% 

und e sich der Null nähert, so erhält man: 

hm % = « \* t -g* + «, -gf + «. -£) + lim 1. 

Da nun /die |, rj, f nur in den Coefficienten enthält, so 
bleibt die Grenzender sich dasselbe nähert, immer noch ein 
Integral erster Gattung ; indem wir also davon abstrahiren, können 
wir als Integral zweiter Gattung den Ausdruk 

„ dStf , dSty dStt 
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Man hat also 

_ 2xi dii **?$- Zxi "gfe Ziy % 

und daher für das Integral zweiter Gattung die von den willkür- 
lichen Grössen <*, ß befreite Form: 



ftii+ftfa+ftis 



-/- 



Da £& bis auf Integrale erster Gattung die Differenz zweier 
Functionen ist, deren eine nur von £, deren andre nur von f 
abhängt, so sieht man, dass Et von £ unabhängig ist, bis 
auf Glieder, welche Integrale erster Gattung sind. Der 
Punct f ist kein Unstetigkeitspunct von E$ mehr; denn in der 
Nähe dieses Punctes geht Sg in 

log + * t f 2 £, 
über, welcher in E$ den Term giebt: 
2±xitt<*z 

Setzt man hierin 

w o nun q, x sehr kleine Grössen sind, so erhält man — -• Aber 
zugleich ist 

nnd also 






*ko nicht unendlich gross. 

Dagegen ist in der Nähe von \ 

lim S£=—\og2±x i & 3 , 



3 
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und wenn man nun 

setzt, wo wieder q, t sehr kleine Grössen sind: 
. lim E$ = — 

Es wird also E$ in der Nähe des Punctes £ algebraisch un- 
endlich, und zwar von der ersten Ordnung. Bemerkt man, 
dass wieder 

+ r p dt t + a * du + 3 % /' 

und dass hier der Coefficient von r wegen der den a auferlegten 
Bedingung verschwindet, so sieht man, dass q von höherer Ord- 
nung wird, und dass also kürzer 

gesetzt werden kann. Es ergeben sich daraus folgende, nur die 
Verhältnisse der x enthaltende Ausdrucke : 

lim jfo= 1 = *«*«•""*»*» = g » *« "" *« *» = ^i"»— a?t«i 

welche, wie es sein muss, von ? unabhängig sind. 
Führen wir mit Hülfe der Gleichungen 

v£i= «•' + bii + c { j£ , v, ?,=== «,- + &,? + <?« * c 
in Sg die Grössen £, ^» ?» *^ ebenso wie an Stelle der x die 
s^., x ein, wo denn 

if(fc^=0, *(&* c )=0, 
und setzen wir zugleich 

««=4(»<+ c '^)' 

so erhalten wir für E$ die einfache Form 



_- d % 



Man kann also bei dieser Darstellung das Integral 
zweiter Gattung ersetzen durch den Differentialquo- 
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tienten des Integrals dritter Gattung nach dem Para- 
meter £. 

Das oben den et beigelegte Werthsystem ist in der That 
möglich, denn die Gleichung 

geht über in 

dF(s l) dF(s I) A 

was eine identische Gleichung ist. 

Da in der Nähe von £ das Integral £ in — log(a: — £) 
überging, so wird daselbst 

lim Et=- - - • 

und zugleich kann man bemerken, dass weil E durch Differentiation 
einer Function entsteht, welche nur in zwei Punclen logarithmisch 
unendlich wird und an allen andern Stellen den Character einer 
algebraischen Function besitzt, in E keine logarithmisch unend- 
lich werdenden Tenne vorkommen können*). 



*) Ueber den einfachsten der in diesem Abschnitte behandelten 
Fälle (p=0, n=2) vergleiche man die ausgezeichnete Arbeit des Hrn. 
Unhold, Crelles Journal, Bd. 61. p. 95 folgg. 



^lebsch «. Gordan, Theor. d. Abel'schen Funct. 



Zweiter Abschnitt 

Das Abelsche Theorem. 



§ 9. Schnittpunetsysteme. 

Die' gegebene Curve n Xer Ordnung f=0 wird von einer 
andern Curve m ieT Ordnung <p = in mn Puncten geschnitten. 
Diese m/iPuncte sind, wenn q> = gegeben vorliegt, vollständig 
bestimmt, und zwar mittelst einer Gleichung mn {en Grades. Aber 
wenn die Curve <p = nicht selbst gegeben ist, so genügt eine 
gewisse Anzahl von Schnittpuncten, um die übrigen zu bestimmen *). 

Ist m < n* so sind m ' m s / Schnittpuncte als gegeben erforder- 

lieh ; durch diese ist die Curve m ler Ordnung <p = vollkommen 
bestimmt, mithin auch die übrigen Schnittpuncte. Ist dagegen 
m^n, so kann man, wenn es sich nur um die Schnittpuncte 
beider Curven handelt, an Stelle der Gleichung g>=0 die Gleichung 

<p'=q> + fif=0 
setzen, wo fi ein Ausdruck (m — w) ter Ordnung ist; und man 
kann die 

2 
Coefficienten von ^ so wählen, dass ebensoviel Coefficienten der 
reducirten Function q> verschwinden. Man kann also, ohne das 
Schnittpunctsystem zu verändern, statt einer allgemeinen Curve 
9> = eine specielle 

*) Jacobi, de relationibns etc. Crelles Journal, Bd. 15. 



§ 9. Das AbePache Theorem. 35 

setzen, welche nur noch von 

»i+l.ra+2 wi — w+l.wi — w+2 i n — l.n — 2 
2 2 l = mn - 

Coefficienten abhängt. Diese Curve ist dann durch mn — w ~ 1 ' n ~ 2 
Puncte bestimmt; sind also so viel Schnittpuncte von f=0, 
g> = gegeben s so sind die übrigen w ~" * n "~" dadurch be- 
stimmt. 

Die beiden Zahlen mn — m - m + im( j *— •»— ^ we i c h e an- 

geben, wie viel Schriittpuncte des Systems durch die übrigen 
bestimmt sind, stimmen noch überein für m=n — 1 und m=n — 2. 

Für m>» — 3 kann man also immer die Zahl n ~~ ' n ~~ gelten 

lassen, welche, wie man sieht, von m ganz unabhängig ist. Für 
kleinere Werthe von m aber ist die Zahl der Puncte, welche 
durch die übrigen gegeben werden, eine geringere. 

Diese Betrachtungen verlangen eine kleine ModiGcation, wenn 
q> durch einige Doppel- oder Rückkehrpuncte von f geht. Diese 
Puncte rechnen sich dann als Bestimmungsstücke von q> = 
einfach, dagegen als Schnittpuncte doppelt; so dass die Anzahl 
der durch die übrigen bestimmten Schnittpuncte um die Anzahl 
derjenigen Puncte vermindert wird, die in diese Ausnahmspuncte 
hineinfallen und also von vorn herein bekannt sind. Man hat also 
den Satz: 

Von den Schnittpuncten einer gegebenen Curve 
n teT Ordnung 7==0 mit einer Curve w tcr Ordnung, weiche 
durch 6 Ausnahmspuncte von f=0 gehen soll, sind 

1) wenn m-^n — 2, ^ d durch die übrigen 

bestimmt; 

2) wenn m<w — 2, mn — m - m "r $ durch die übri- 
gen bestimmt. 

Dieser Satz erleidet nur dann eine Ausnahme, wenn die ge- 
gebenen Schnittpuncte selbst nicht von einander unabhängig sind. 
Zerfällt nämlich die Curve <p = in mehrere Curven niedern 
Grades, so zerfällt auch das ganze Schnittpunctsystem in mehrere, 
und in jedem dieser Schnittpunctsysteme dürfen nur so viel 
Puncte sich unter den gegebenen befinden, als für eine solche 

3» 




36 Zweiter Abschnitt* § 10. 

Cum niedern Grades hinreichen, vermittelst des obigen Theorems 
die übrigen zu bestimmen» 

Es ist leicht, die Gleichung zu finden, von der diese übrigen 
Schnittpuncte abhängen. Eliminirt mau aus tp = 0, f=Q eine 
der Variabein, so bleibt eine Gleichung mn irtl Grades; dieselbe 
wird durch diejenigen WerLbe der Unbekannten erfüllt, welche 
den gegebenen Schnittpunkten entsprechen. Wenn man also 
etwa mit z die Unbekannte bezeichnet, mit z l9 z 4 ,..,z ? die den 
gegebenen Schnittpuncten entsprechenden Wert he derselben, 
durch Z = die erwähnte Resultante, so ist 

*l—«o 

z— z t .z— z,...r— z g 
die Gleichung, welche die übrigen Schnittpuncte liefert, 



§ 10. Transformation der Integrals ummen, welch© einem 
Schnittpunct system entsprechen» 

Das Abel' sehe Tb eurem lehrt transcendente Beziehungen 
kennen, welche aus den zwischen den Goordinaten eines SchniU- 
punetsystems bestehenden Gleichungen entspringen. Es besehäf- 
t%t sieh nämlich mit der Bestimmung einer Summe von mn 
gleichartigen Integralen einer Function 7 welche keine antlern 
Irrationalitäten enthält als die durch f~Q bedingten; wobei die 
untern Grenzen die Schnittpuncte einer Curvc m ier Ordnung qj=i 
mit f = sind , die obern Grenzen die Schnittpuncte einer an- 
dern Cunre tjj = mii f ==0* Nach unsern frühem ßefrach- 
lungen handelt es sich also um Bestimmung -einer Summe von 
Integralen der Form: 

wo F eine homogene rationale Function (— 2) ter Ordnung ist, und 
wo die Summe sich auf die mn Punctepaare erstreckt, welche, 
dem einen und dem andern Schnittpunctsystem angehorig, untere 
und obere Grenzen der Integrale werden sollen. 

Aber da wir gelernt haben, jede Function F in solche Theile 
zu zerlegen, dass ihr Integral eines unserer Normalinlegrale oder 
doch aus DifFerentialquotienten solcher Integrale nach Constanten 
zusammengesetzt wird (abgesehen von gewissen sofort integrir- 
baren Theilen), so wird es hinreichen, unter F die Form zu 



HO. 
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verstehen, welche unter dem Zeichen unseres Normalintegrals 
dritter Gattung sich befindet, d. h. die Summe zu betrachten: 

(c, fxi+ci fx t +c z fxS 

Die verschiedenen Integrale entstehen, indem die einzelnen 
Schnittpuncte sich von ihren Anfangslagen in ihre Endlagen hin- 
bewegen. Man kann dieses dadurch prägnanter hervortreten 
lassen, dass man einen Curvcnbüschel <ptJ-Ai//=0 betrachtet, 
und zwischen den Schnittpunctsystemen, welche /*==0 mitg>=0 
[X = 0) und ty = (X = oo) gemein hat, diejenigen einschaltet, 
welche f= mit g> + Xty = (für zwischen und oo liegende 
Werthe von X) gemein hat. Diese Zwischensysteme verbinden die 
Grenzsysteme der Art, dass während X sich von bis oo bewegt, 
die Punctsysteme sich von den untern Grenzen der Integrale zu 
den obern hinbewegen. Indem man also in jedem Augenblick 
die mn Schnittpuncte von /*=() mit einer Curve des Systems 
g>+ty=0 betrachtet, werden die Coordinaten dieser Puncte 
Functionen von X allein, und man erhält 



V= ldX.2 



-/- 



Sl n 






2±XiU Vz • (ci fori + r 2 fx % + c 3 f'x 3 ) ' 



wo sich nun die Summe nur noch auf die algebraische Function 
un ter dem Integralzeichen bezieht, und also eine symmetrische 
Function der Coordinaten der mn Puncte bildet, welche durch 
^o Schnitt von f=0 mit 9 + ^=0 bestimmt sind. 

Transformiren wir zunächst den Ausdruck unter dem Sum- 

me nzeichen, indem wir Zähler und Nenner mit der Functional- 

det erminante 



m *ltiplicireii. 





dx { 


dx 2 


K 

dx 3 




d<p 
dx\ 


dx 2 


dx 3 




dx t 


dx t 


dx z 


Diese, mit 








°l' 


*1 


C 3 




x i 


x 2 


*3 




dx { 

dX 


dx 2 

dX 


dx 3 
dX 
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multip licht, giebt nach bekannten Sätzen über die homogenen 
Functionen : 

IL + c ?L+ C IL nf K 

dq> , dtp , dtp dtp 



d± d±> 8± 

1 d*i ^ ' dx t ^ c > »•» 



m * W 



Nun ist für alle in dem Integral vorkommenden Werthsysteme der 
x immer f=0, also auch Jj,=0; ferner g> + A^=0, also auch 

£ + *$+*=* 

odfcr wenn man mit ty mulliplicirt, und — q> für Xty setzt: 
Daher wird unser im Zähler stehendes Determinaulenproduct 

Im Nenner ist die Funclionaldcterminante zu multipliciren mil 

x x x 2 x 3 

s. «. I, 

% *?* % 



das Product wird: 



t- d L + t J!L+t £L 



6*Cj C«2?2 G^'A 






^q> 



dg> 



^ 3 

dqp 



mt/; 



a^ 



dift 



9ip 









V?1&*1 #»2 #»3/ \ " X * ^ ^ 3 /J 

Und wenn man die letzte Klammer für den Augenblick mit 
R bezeichnet, hat man nach Einführung der erhaltenen Resultate 
für V den transformirten Ausdruck: 

oo 
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Es liegt nun nahe, statt x t , x t , x 3 neue Variabein z, s, t 
einzuführen, welche mit den xi durch die linearen Beziehungen 
verbunden sind: 

Xt^ZtS + ^z + St* 

Dabei sind dann s, z, t Dreieckscoordinaten; und zwar be- 
zogen au! ein Coordinatendreieck, dessen Ecken die Unstetig- 
fceitspuncte £, r\ des Integrals und ein beliebiger dritter Punct £ 
sfocl. In diesen neuen Variabein ist für jede Function f\ 



d» S| 



dz 



= Vi 



df 



+ *£+«• 



IL 

dx 3 






Uü< i R nimmt daher den einfachen Ausdruck an: 



ds dz 



df d.y+lrp 

dz ds 



Um die Summe -~ nun auszuführen, welche über alle 
" e **thsysteme auszudehnen ist, die gleichzeitig den Gleichungen 
f == = und g> + lip=0 genügen, ist es nölhig, auf einen alge- 
braischen Satz zurückzugehen, welcher von Jacobi herrührt*). 



§ 11. Der Jaoobi'sohe Satz. 

Wenn zwei Gleichungen (Curven), f=0, F=0 n icr und 

wter Ordnung gegeben sind, welche homogen sind in Bezug auf 

^ drei Variabein s, z, t, so kann man s oder z aus beiden 

Gleichungen eliminiren und findet dann zwei Gleichungen Z=0, 

S^^O, welche vom mn ien Grade bezüglich für z, t und s, t sind. 
Ist 



so 



nach .Potenzen von 


s geordnet: 




f=z + z i i 


i + z t s\ 


■■+ZnS n 


F=Z +Z r 
rtrd 


s+Z,s*. 


..+Z a s», 




*0 


z i 


z t -.-. 







z o 


z t ... 










z ... 


Z = 




. . , , 






Z 


2, 


Z t ... 







Zo 


Z,... 



*) Jacobi, theoremata nova algebraica, Crelles Journal Bd. 14. 
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und wenn man die zweite Verticalreihe mit s, die dritte mit^s 1 
u. s. w. multiplicirt zur ersten Reibe addirt, so findet sich 



Z = 



f 
sf 
s*f 

F 
sF 



z t 

z o 




*i 



= Af+ BF, 



wo A, B die Determinanten sind: 






, B = 



z t 



und 



Ganz ebenso bat man, nach z geordnet: 
f=s + s t z + s t z 2 ...+ s n z n 
F=S,+SiZ+S t z*... + S n z», 



wo 



C== 







*o 


5, 


# t ... 






S„ S t ... 






s . . . 




S = 


S S t S 2 ... 
5 5, . . . 

= Cf+PF, 


1 


»i 


s 2 ... 







z 


*0 


s t ... 







z % 





V-- 


, 2> = 








s i 


*,... 




1 





So 


S,... 




z 



s, 



z t 



s t . 



Die Grade, bis zu denen die* Functionen A, B, C, D in Bezug 
auf die Variabein s, z, t ansteigen, sind folgende: 
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s 


z 


t 


A 


tn—1 


mn — n 


mn — n 


B 


n— 1 


mn — m 


mn — m 


C 


mn — n 


m— 1 


mn — n 


D 


mn — m 


n—1 


mn — m. 



Die Gleichung Z = liefert mn Werthe von -y, welche 

den mn Schnittpuncten von f=0, F = entsprechen; ebenso 

liefert S = mn Werthe von -j ; diese Werthe gehören paarweise 

zusammen. Denken wir uns die Wurzeln von Z = 0, sowie die 
von 5=0 geordnet, und die zusammengehörigen Wurzeln mit 
gleichen Indices bezeichnet. 

Setzt man in den Gleichungen 

Z=Jf+BF 
S = Cf+ DF 

für -y, y. zwei nicht zusammengehörige Werthepaare, so ver- 
schwinden S und Z, aber nicht f und F. Für diese Werthe 
rouss also die Determinante 

. J = AD — BC 
verschwinden. 

Setzt man aber in die obigen Gleichungen ein zusammenge- 
höriges Werthepaar, so verschwinden auch f, F; man erhält 
durch Differentiation nach s und z, indem man die in f, F mul- 
tipücirten Terme als verschwindend auslässt: 



dz dz dz 

0^A^+B d -f 



= c| + 2>^ 

dz ' dz 

ds_ r dr, n dF 



und es ergiebt sich durch Determinantenbildung: 



dz 

& 



B 
D 



dz 


dF 
dz 


df 


dF 


ds 


ds 



Die letzte Determinante sei dem früheren analog durch — R 
^zeichnet; man findet dann als Werth von A für ein zusam- 
mengehöriges Werthepaar aus dieser Gleichung 
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/dZ dS\ 
A [ dz ds \ 



wo der beigesetzte Index der des fraglichen Werthepaares ist. 

Betrachten wir A genauer. Wegen der obigen Tabelle ist 
A im Ganzen vom Grade 2mn — m — n; aber es enthält 
s nur bis zum Grade mn — 1, 
z nur bis zum Grade mn — 1, 
oder, geometrisch ausgedruckt, die Curve A = hat zwei 
(m — l)(n — 1) fache Puncte; den einen bei s = 0, t = 0, den 
andern bei z = 0, * = 0. Wegen dieser Eigenschaft von A 
kann der homogene Ausdruck nullter Dimension 



At 



,w-f-n 



sz 

8 X 



der nur noch die Quotienten — , — enthält, in Partialbrüche nach 
y und y zerlegt werden, und zwar ohne Entstehung einer 
ganzen Function. Die Zerlegung nach ~ giebt im Zähler den 
Werth von A f darin für — die betreffenden Wurzeln von 5=0 
gesetzt. Und wenn man dann auch nach - die Zerlegung aus- 
führt, so werden die Zähler eben jene Werthe, für — auch noch 

die betreffenden Wurzeln von Z = gesetzt. Daher verschwin- 
den von vorn herein alle Glieder, in deren Nenner nicht zusam- 
mengehörige Wurzeln von S, Z benutzt sind, und es bleibt also 
nur die einfache Summe: 

Afn+n i=.mn J . tjn+n 

■= P 25 



SZ 



''"(S).©.^'-^^-^' 



in welcher nur die im Nenner befindlichen negativen Potenzen 
von t, U wieder heraufmultiplicirt sind; oder man hat, wenn 
man für A seinen Werth setzt, 

A* T A 2 ' ^ __. 

sz * =1 4* ("<-**)(*V- <*«•). 

Wenn man bei dieser Partialbruchzerlegung im Zähler statt 
t m + n eine beliebige Function ü (m + n — 2) ter Ordnung mit f 
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I 



multiplicirt gehabt hätte, so wären allerdings noch Termc hinzu- 
gekommen, welche in Bezug auf z oder s, oder auf beide Grössen 
den Gharacter einer ganzen Function gehabt hätten. Aber abge- 
sehen von diesen Gliedern (was der Strich durch das Gleichheits- 
zeichen andeuten soll), würde man erhalten haben: 



wo nur auf beiden Seiten der Factor f ausgelassen ist. 

Entwickelt man auf beiden Seiten dieser Gleichung nach 
aufsteigenden Potenzen von /*, so müssen die Coefficienten gleicher 
Potenzen auf beiden Seiten einander gleich sein, solche Glieder 
ausgenommen, welche auch bei der Entwicklung der übergangenen 
Terme auftreten würden. Betrachten wir insbesondere die mit 
dem Factor — behafteten Glieder. Da die ausgelassenen Terme 
fla r entweder z oder s im Nenner enthalten, so kann bei der 
Entwicklung derselben kein Term erscheinen, der gleichzeitig z 
und Ä i m Nenner enthielte; man braucht daher auf diese Termc 
Keine Rücksicht zu nehmen. Aber statt die betreffenden Coeffi- 
cienten aus der obigen Gleichung nun durch Entwicklung zu be- 
sannen, kann man einfach auf beiden Seiten * = setzen, und 
dann erst links den Coefficienten von — aufsuchen. Hiedurch re- 
duci^ cn s i c h s, Z auf ihre höchsten Tenne, Z auf a.z mn t S auf 
p.Ä* 5 *»**. un( j Uf ß s i n( j nun nichts anderes als die linken Theile 
" er Gleichungen , welche herauskommen, wenn mau in/*=0, 



von vorn herein t = setzt und sodann einmal s, einmal 



F 

z ft liminirt. Aber hiebei geht die andre Variable immer von 
se 'l>^t mit heraus; man sieht daher, dass ß= +<x sein muss, 
"ö* H acfi W enn für * = 



wir^j 



f= %s» + a^z + ... + a n z»= f 
F= b s»+ b t **~ l z + . . . + b m Z>»=F 
et nichts anderes ist als die Determinante: 



a o 


a l 


«i 





«0 


a 








a { 


K 


*i"" 


h 


o. 


K 


b 








b 
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Schreibt man, um ß zu bilden, die Coefficienten a und die 
Coeföcienten b in umgekehrter Folge, so entsteht eine Dermi- 
nante 

|3= (— 1)"»*.«. 

Und so hat man den von Jacobi aufgestellten Satz. 

Sind f, F zwei homogene Functionen n ter und m ter 
Ordnung von s, z, t und erstreckt sich die Summe 
über die mn Werthsysteme, welche den Gleichungen 
/*=0, F = gemeinsam sind; sind ferner 
Z = Af+BF=0 
S=Cf+DF=0 
die Gleichungen, welche aus f=0, F=0 durch Eli- 
mination von s oder z entstehen, a der gemeinsame 
Coefficient von z mn in Z und von s™ in S, 4=JD — BC, 
endlich ü eine beliebige ganze Function m + n — 2 ter 
Ordnung, und Z7 , J Q die Werthe von ü, A für t = 0, 
so ist 



=T ü j _ (- lr* r^o gyi 

l#z ds ds dz). 



§ 12. Das Abel'sche Theorem. 

Wenden wir diesen Satz jetzt auf unsern Fall an, indem wir 
F=<p + Xty setzen, so ist zunächst zu bemerken, dass in V statt 
ü das Product Slip auftritt. Nun ist i = die Verbindungslinie 
der UnstetigkeitspunCte %r\ unseres Integrals dritter Gattung. Die 
Curve Sl = wurde aber so bestimmt, dass sie (vgl. § 6) für 

die Puncte dieser Linie in - übergeht, welches für * = eine 

ganze Function (n — 2) ter Ordnung wird, da die" Puncte s = 0, 
t = und z = 0, * = auf f = liegen. Mithin kann man 

setzen. 

Ausserdem findet sich aus 

Z— Af+ BF 
S^Cf + DF 



§ 12. Das Abel'sche Theorem. 45 

durch Combination 



oder 



DZ—BS=Jf, 
ZS S Z 



Der Entwicklungscoefficient 
geht also über in 



äzJ,-V-i 



[{s z) «J^,-i 



für t = 0, oder in 






und man sieht, dass man in dem ersten Enlwicklungscoefficienten 
nicht nur /, sondern auch z gleich Null setzen darf, in dem 
zweiten nicht nur t, sondern auch s. Sehen wir; welche Werthe 
2> , B dann annehmen. 

Da Z = cc . z mn , so können wir B dadurch bilden, dass wir 
z mn j n z m— 1 . «— i un( j ^«-f-»~i zerlegen, mit dem letzten die letzte 
Verticalreihe von cc multipliciren, und die vorhergebenden Ver- 
ticalreihen mit sz m + n — 2 , sV 1 *"— 3 . . . s ,w +»-i multiplicirl hinzu- 
fügen. Die letzte Verticalreihe in cc wird dann aus folgenden 
Elementen bestehen: 

*—*f Q , ^~Hf Q9 ...z M -V , f^Ft K f*-*zF„ ...*- l F . 

Lassen wir nun die Terme mit f aus, und heben aus den 
übrigen den Factor F heraus, so ist die übrigbleibende Deter- 
minante, mit z m "- l ' ft ~ l multiplicirt, B . Aber wir brauchen B 
nur, sofern darin auch s = gesetzt ist, d. h. indem wir die 
letzte Verticalreihe auf ihr letztes Glied reduciren. Es ist also 
B gleich zu setzen z m ^ n " *) multiplicirt mit der Unter- 
determinante von cc, genommen nach dem letzten Ele- 
ment der letzten Reihe. 

Ebenso findet man i> . Da S = ßs mn , so theilen wir s mn in 
s m— i.n— 1 un <j j n s m+n—i f multipliciren mit diesem die letzte Ver- 
ticalreihe von a, fügen die übrigen mit 

5 w-fn— 2 %Zf 8™+"-* .Z* ..., z m + n — 1 

multiplicirt hinzu, und finden dann als letzte Verticalreihe 

s™-% y s^zfo..., z m -%, *- l F 9 , f-*zF ...zr- 1 F . 
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Lassen wir hier die Terrae mit f Q aus, heben aus dem übri- 
gen den Factor F hervor, und multipliciren die entstandene 
Determinante mit s m — ln - 1 , so haben wir D Q . . Aber wir brauchen 
D nur für 2 = 0. Daher können wir die letzte Verticalreihe 
auf das Glied s n ~ 1 F beschränken, und können also für i> 
setzen s m < n — *) multiplicirt mit der Unterdeterminante 
von ß nach dem letzten Element (b ) der letzten Ver- 
ticalreihe, oder was dasselbe ist, ( — l) mn .$*»(»— *) mul- 
tiplicirt mit der Unterdeterminante von et nach dem 
(m + l) ten Element b der ersten Verticalreihe. 

Inzwischen haben wir noch nicht davon Gebrauch gemacht; 
dass in f selbst das erste und letzte Glied (a und a n ) ver- 
schwindet, da ja £ (z = 0, * = 0) und r\ (s = 0, * = 0) auf der 
Curve f—0 liegen. Bezeichnen wir also mit y die zweite Un- 
terdeterminante von a, genommen nach dem Element b der 
ersten, und nach dem letzten Element b n der letzten Verticalreihe, 
welches in diesen Reihen die einzigen nicht verschwindenden 
Elemente sind, so ist 

<x = bj> n .y; 
und für B haben wir zu setzen 

S«(«-l).& y, 

für D 

Und so wird unser Entwicklungscoefficient, indem y sich 
forthebt: 



! f ^° 1 — 1 f ** 1 



In der ersten Klammer müssen wir für % seinen höchsten 
Term in s setzen. Aber i// war tf/, für die x darin, weil *=0, 
gesetzt 

#*=*& + «?* 
Daher ist der höchste Term in s offenbar 

Ebenso wird der höchste Term in z f welcher in der zweiten 
Klammer zu nehmen ist: 

Endlich ist zu bemerken, dass b , b n ganz ebenso die Coeffi- 
i cienten der höchsten Terme in s und z sind, welche entstehen, 
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wenn man in F = g> + Xty dieselbe Substitution macht , dass 
also 

Ä = 9(«) + ty(«) 

Unser Entwicklungscoefficient ist also 

»(6) »fa) 

?(&+!*») vöi)+**öi)" 

Und so wird unser Integral: 

oo , oo 

— [" w yW+igfon 00 _ i nff »W • y(6) 

— L g *tt)+**«>J ~ g 9(i|) . *(ß 

I 

Und wir Laben den Satz: 

Die Summe von mn gleichartigen Normalintegralcn 
dritter Gattung mit den Unstctigkcitspuncten £, rj y 
deren untere Grenzen diemn Werthsystcme sind, welche 
den mn Schnittpuncten von /'=0 mit einer Curve m [or 
Ordnung 9 = entsprechen, und deren obere Gren- 
zen die mn Schnittpuncte von /*=0 mit einer Curve 
m ter Ordnung 1/; = angeben, hat den Werth 

* 9W • *(ß" 



§ 13. Besondere Fälle. 

Diesem allgemeinen Satze haben wir nun die Erörterung 
einiger besondern Fälle hinzuzufügen. 

1) Wenn das gegebene Integral in ein Integral erster Gattung 
übergehen soll, oder doch in ein solches Integral dritter Gattung, 
welches nur in einem Ausnahmspuncte von fz=>0 unstetig wird, 
so kann man dies dadurch ausdrücken, dass Sl den Factor 
S±.x v i 2 ri z enthalten soll. Dieser Factor verschwindet mit t, 
denn die Dreiecksseite * = ist mit der Geraden 2+x t 1; t %=0 
vollkommen identisch. Daher verschwindet in derjenigen Stelle 
unserer Entwicklung, wo t = gesetzt wurde, der Entwicklungs- 
coefficient, und somit V. Man hat also den Satz: 

Die Summe von gleichartigen "Integralen erster 
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Gattung, oder von solchen Integralen drittel' Gattung, 
die nur in einem Ausna h ms puncto von /"^=0 unstetig 
werden, von dem Schnittpunctsystem der Curve /=< 
mit einer Curve mfi* Ordnung qp = ö ausgedehnt bis 
zu dem Schnittpunctsystem von f=Q mit einer Curv* 
m ttf Ordnung i^ = 0, ist immer gleich Null. 

2) Wenn die Curve u tp = , ^ = Puncte mit der Curve 
/"= gemein haben, so fallen die ihnen entsprechenden Integrale 
einfach aus, weil ihre ohern und untern Grenzen zusammen« 
fallen. 

3) Wenn der l'unct | selbst einer der festliegenden Schnill- 
punetc der Curven <p, ty ist, so wird die Gleichung des Theorems 

illusorisch. Während also im Allgemeinen ^ Integral- 



H— 1 . u — 2 



Coefßcienten 



summen verschwinden, entsprechend den 

einer Function (n — S)** Ordnung, so reducirt sich diese Zahl um 
tf f wenn die Curven % ty durch <J Doppel- oder Kückkehr puncte 
von f=Q gehen. 

4) Im Allgemeinen existiren also ^ — <J unabhängige 

transscendente Bedingungen, weiche ausdrucken, dass ebenso vie 
Schnittpuncte einer Curve m hlT Ordnung mit f= gegeben sind, 
wenn diese Curve durch 6 Doppel- oder Rückkehrpuiicte von 
f=Q gehen soll. Diese Zahl stimmt genau mit der Anzahl von 
algebraischen Bedingungen überein, welche wir oben aufgestellt 
haben, und es sind die transscendenten Bedingungen des Abel* 
schen Theorems nur eine andre Fprm dieser letztem* 

Wenn aber m~^n— 3, so ist die Anzahl der algebraischen 



Bedingungen kleiner, nämlich nur mn* 



m . 7« + 3 



Daher 



können dann die transscendenten Bedingungen nicht von einande 
unabhängig sein, sondern müssen sich auf ebenso viel von ein- 
ander unabhängige Bedingungen reduciren. So erhält man für 

wt = « — 3 von transscendenten Bedingungen - " ■ - — 6 + 1, 

während nur "'""-^ — <? algebraische Bedingungen vorhanden 

sind. 

5} Schreibt man die Gleichung des Theorems für die Inte 
grale dritter Gattung in der Form 
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(1) . . . » ft (*)-2Sfc(y)«=logj!-log^. 

wo die x das eine, die y das andre Schnittpunctsystem darstellen, 
so erhält man daraus die Gleichung für die Integrale zweiter Gattung, 
indem man *?£=£,• — £«*, setzt (vgl. § 8) und s gegen Null conver- 
giren lässt. Es tritt dann an die Stelle von S^ das Integral E$, ver- 
mehrt um Integrale erster Gattung, die aber aus obiger Summe 
wegen der soeben bewiesenen Sätze *) verschwinden, und es bleibt : 



p> j c 2(11 £ w TÜä a Joe 2(f> 



welche wiederum illusorisch wird, wenn der Punct £ beiden 
Curven <p = 0, ^ = angehört. 

6) Es treten Fälle ein, wo in dem allgemeinen Satze über 
die Normalintegrale dritter Gattung die logarithmische Function 
verschwindet. Wenn nämlich | und rj mit den Grundpuncten 
des Büschels <p + At/;==0 auf einer Curve m ior Ordnung liegen, 
so ist es dieselbe Curve dieses Büschels, welche durch £ und 
durch r\ geht. Ist q ihr Parameter, so hat man 

*(6)+^(ö = o, 

und daher 

y(6) $(g) i 

*(© ' 9fo) ~" 
sodass die Gleichung des Aberschen Theorems in 

übergeht. 



*) Der Satz 1) lässt sich auch aus der Formel (1) ableiten. Bildet 
man nämlich Sg auf doppelte Weise (vgl. p. 27.), so gilt jedesmal die 
Gleichung (1). Aber die Differenz entsprechender S ist nach dem a.a.O. 
angeführten Satz ein Integral erster Gattung /(.r), und man hat daher, 
wenn man die beiden Formen der Gleichung (1) von einander abzieht. 

SI(x) - 21(y) = 0, 
was wieder der Satz 1) ist. 



Clcbsch u. Gordan, Thuor. d. Abel'schen Funct. 



Dritter Abschnitt. 

Die eindeutigen Transformationen. 



§ 14. Transformation der algebraischen Integrale. 

Das Integral, welches, wie die von uns betrachteten, sich auf 
eine Curve f(x lt x 2 , x 3 ) = bezieht, und keine andern Irratio- 
nalitäten enthält, als diejenigen, welche durch diese Gleichung 
selbst begründet werden, kann auf unendlich viele Arten in andre 
Integrale ähnlicher Natur übergeführt werden, welche sich auf 
eine andre Curve F(y if y %f y 3 ) = beziehen. Setzen wir näm- 
lich an Stelle der x in unserem Integral irgend rationale Fun- 
ctionen der y, so geht einerseits das Integral in ein ganz ähn- 
liches Integral in den y über, andrerseits geht/*=0 in eine 
andre Gleichung F = über. Um das erste zu beweisen, muss 
man nur zeigen, dass der Ausdruck 

Sl . S + c, x. 2 dx$ 
c, f'x { + c 2 f'oo 2 + c 3 fx z ' 

wo £1 eine rationale (nicht nothwendig ganze) Function (n — 3) ter 
Dimension bedeutet, in einen ähnlichen übergeführt wird. Seien 
die Transformationsformeln 

(1) . . . x 2 = <p 2 (y n y 2 , y s ) 

*s=9> 8 (yi' y%> y*)> 

(wo links auch, wenn man will, noch ein unbestimmter Factor 
hinzugefügt werden kann), so wird f=0 in MF = übergehen, 
wo M ein Factor ist, welcher sich möglicherweise absondert, der 
aber 1 sein kann. Da 

f=MF f 



§ 14. Die eindeutigen Transformationen. 51 

so ist auch 

dx. \dy i dx. ' dy t dx. ' dy s dxj 

für alle Werthsysteme, für welche, wie hier angenommen werden 
soll, F verschwindet; also: 

cfx i +c % fx l +c i fx 3 =M[k i F , y x +k t F , y t +k 3 Fy l "\ t 

wo 

_ dy h ^h ^h 

hh= c * &^ + c * fx 2 +c * dx~; 

Halüpliciren wir ferner Zähler und Nenner des Diflerential- 
ausdntcks mit der Determinante 

— 0X t ox t ox s 

so wird 



A . 2 + c x x t dx 3 = r . 



*l *2 *3 



yt t/t y 3 

I <fy, dy t dy 3 

w o r die Ordnung der Functionen g> angiebt. Man findet also 

endlich, wenn man noch für — die Determinante 

J 

7> = y+ ^£l ^E? Qu!* 

— dvi dy% dy 3 ' 

eJ ne ganze Function der y, setzt: 



Cifx\+c%fx*+c z fx 3 M . (Ar, F 'y t +k 2 F'y*+k 3 F'y 3 ) 

Hier ist wirklich der Ausdruck rechts ganz ähnlicher Natur, wie 
der Ausdruck links, nur dass an Stelle der Function Sl die Func- 

1,00 -jg- getreten ist, und dass an Stelle der ganz willkürlichen 

Gössen c die ebenso willkürlichen Grössen k erscheinen. 

Aber es ist sehr wichtig, dass, wenn das ursprüngliche 

ö ' e gral ein Integral erster Gattung, also Sl eine ganze 

Lotion (n — 3) ter Ordnung war, auch das transformirte 

D * e gral wieder ein Integral erster Gattung wird; in- 

e °* sich der Zähler SIL dann immer mit Hülfe von F = so 

aa ^Formiren lässt, dass er durch M theilbar wird, und dass 

er liest für die Doppel- und Rückkehrpuncte von F = ver- 

bindet. 

Um dies zu beweisen, betrachten wir die Gleichungen: 

4* 
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^y, da-, dy, &r 2 dy, &c 3 dy, 

#y 2 d.r, dy 2 ' &r 2 £y 2 &c 8 dy 2 

^ ^ ^ _§£ ^ . df_ düCt , _§£ dxj 

dy z dx x dy* dx t dy 3 dx 3 dy 3 

Diese Gleichungen müssen zusammenbestehen für alle et- 
waigen Unstetigkeitspuncte des gegebenen Integrals. Es ist zu 
zeigen, dass, wenn die hier gleich Null gesetzten Ausdrücke ver- 
schwinden, der Zähler SID immer in ebenso hoher Ordnung Null 
wird. Dann folgt, dass das neue Integral nie unstetig wird, und 
nach § 5. ein Integral erster Gattung sein muss. Nun können 
aber jene Gleichungen entweder dadurch neben einander bestehen, 
dass die Determinante der rechten Theile, also D verschwindet; 
oder dadurch, dass 

-^ = 0, -^- = -£ = o. 

Im letzten Falle hat entweder f im Puncte x einen Doppelpunct, 
und dann verschwindet &, weil das gegebene Integral erster 
Gattung sein sollte; oder es verschwinden sämmtliche x, indem 
für das fragliche Werthsystem der y die drei Functionen cp gleich- 
zeitig verschwinden. In diesem Falle werden die Ausdrücke 

rechts Null von der (n — l) ton Ordnung, da die J- von der (n — l) ten 

Ordnung Null werden, sobald alle x verschwinden; aber zugleich 
wird D (vgl. unten) von der ersten Ordnung Null und Sl als 
Function (n — 2) ter Ordnung der x wird von der (n — 2) ten Ord- 
nung Null,' das Product SID also Null von der (n — l) ten Ordnung, 
wie der Nenner. 

Man sieht also wirklich, dass, sobald der Nenner verschwin- 
det, der Zähler in gleicher Weise verschwindet, und dass man 
also ein Integral erster Gattung vor sich hat. 



§ 15. Begriff der eindeutigen Transformationen. 
Erhaltung der Zahl p. 

Unter den verschiedenen Transformationen sind nun vor- 
läufig diejenigen von besonderem Interesse, in denen sich die ,r 
ebensowohl rational durch die y, als umgekehrt die y rational 
durch die x ausdrücken lassen. Dies ist insofern denkbar, als 
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man, indem man die Gleichungen (1) mit F= verbindet, durch 
Elimination der y wieder zu der Gleichung f=0 zurückkehren 
kann, und im Verlauf des Eliminationsprocesses die y mit ganzen 
rationalen Functionen der x proportional findet. Aber allerdings 
wird dies nur eintreten, wenn sich ein oben angenommener 
Factor M wirklich absondert, und also F nicht eine Function 
von q> it q>2, q> H ist. In diesem Falle freilich wurde der Elimi- 
nationsprocess die y als Functionen der x nicht anders geben, 
als durch Auflösung der Gleichungen (1) selbst, mithin im All- 
gemeinen mit Irrationalitäten behaftet. 

Solche Transformationen, in welchen, eine gewisse Gleichung 
f=0 oder F=0 vorausgesetzt, die x sich durch die y, und 
diese (oder doch ihre Verhältnisse, worauf es allein ankommt) 
sich durch jene rational ausdrücken lassen, nennen wir ein- 
deutige Transformationen. Die beiden Curven /*=0, 
F = entsprechen sich nämlich in diesem Fall Punct für Punct 
eindeutig; jedem Puncte y der zweiten Curve entspricht im All- 
gemeinen aus (1) ein einziger Punct x der ersten und umgekehrt. 

In einem solchen Fall liefert also jedes für die x zu bil- 
dende Integral erster Gattung ein solches in den y, und jedes 
in den y zu bildende Integral erster Gattung ein solches für 
die x. Hieraus folgt, dass die Zahl der Integrale erster Gattung 
in beiden Fällen die gleiche sein muss; oder wie wir es auch 
ausdrücken können: 

Für Curven, welche einander Punct für Punct ein- 
deutig entsprechen, hat die Zahl p denselben Werth.*) 

Sind also n, v die Ordnungen, d + r, 6 + q die Zahlen der 

Doppel- und Rückkehrpuncte für beide Curven, so ist immer 

n — 1.» — 2 , v—l.v — 2 * „.jfev 
5 —d—r= Ö— Q.**) 



*) Vgl. Riemann, Crelles Journal Bd. 54. p. 133. 
**) Eine interessante Anwendung gestattet dieser Satz auf die 
Theorie der reciproken Curven, oder auf die Vergleichung der Singu- 
laritäten, welche eine algebraische Curve in Punct- und Liniencoordi- 
naten aufweist. Die Gleichungen, welche die Coordinaten y der Tan- 
gente mit den Coordinaten x des Berührungspuncts verbinden, gehören 
unstreitig in die hier behandelte Classe von Transformationsgleichungen, 
da im Allgemeinen jedem Punct nur eine Tangente, jeder Tangente 
nur ein Berührungspunct entspricht. Bei dem Uebergange von Punct- 
zu Liniencoordinaten entspricht aber der Ordnung n die Classe k, der 
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§ 16. Directer Beweis für die Erhaltung der Zahl p. 

Dieser Satz scheint wichtig genug, um einen andern, direct 
algebraischen Beweis wünschen zu lassen. Einen solchen kann 
man folgendermassen führen. 

Gehen wir von der Gleichung f=0 aus, und von den um- 
gekehrten Formeln (1): 

(2) . . . /»^«.(«p«,, x 3 ) 

wo (i einen unbestimmten Factor bedeutet. 

Die Functionen <Z> seien vom Grade s; die Gleichungen 
(P 1= =0, <P 2 =0, <P 3 =0 stellen drei Curven s ier Ordnung dar; 
nehmen wir der Allgemeinheit wegen an, dass eine Reihe von 
Puncten existirt, welche diesen drei Curven und zugleich der 
Curve f—O gemeinsam seien, und bezeichnen wir die Anzahl 
dieser gemeinsamen Puncte mit a + x , wo <r die Anzahl solcher 
Puncte sind, welche einfache Puncte auf f=0, x die Anzahl 
derjenigen, welche etwa Doppel- oder Rückkehrpuncte von 
f=0 sind. 

Wenn man aus den Gleichungen (2) und aus f=0 die x 
eliminirt, so gelangt man zu einer Gleichung F=0 v ien Grades 
in den y\ es ist die Gleichung der transformirten Curve. Be- 
stimmen wir zunächst die Ordnung dieser Curve. 

Schneiden wir ^=0 mit einer beliebigen Geraden 

so erhalten wir die Ordnung von F in der Anzahl von Lösungen, 
welche dieses Problem zulässt. Aber setzen wir statt der uns 
noch unbekannten Gleichung F=0 die Gleiohung f=0 in Ver- 



Anzahl der Doppelpuncte d die Anzahl der Doppeltangenten t, der 
Anzahl der Rückkehrpuncte r die Anzahl der Wendetangenten w. Die 
Gleichsetzung der beiden Werthe von p giebt also 

n— 1.7i— 2 , k — l.Ä— 2 

_ d_ r= _ t _ w; 

eine Gleichung, welche man mit Hülfe der bekannten Plücker'schen 
Formeln verificiren kann, welche aber zugleich, da die Ausdrücke von 
k, w leicht zu bilden sind, die directeste Herleitung für die Anzahl der 
Doppeltangenten einer Curve bildet. 
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bindung mit den Gleichungen (2). Indem wir dann die Werthe 
der y in die Gleichung der Geraden eintragen, bekommen wir 
zur Bestimmung der Puncte x, welche den Schnittpuncten von 
/•=0 mit der Geraden entsprechen, die Gleichungen: 

n\ i f=0 

Jede Lösung dieser Gleichungen liefert im Allgemeinen einen 
Punct y, sodass im Ganzen ns Schnittpuncte existiren müssten. 
Aber hievon sind solche Lösungen auszuschliessen , welche etwa 
die Gleichungen (3) unabhängig von den speciellen Werthen der 
a erfüllen, welche also mit dem vorgelegten Problem nichts ge- 
mein haben. Für diese müssen f und die Q gleichzeitig ver- 
schwinden; es existiren also solche fremde Lösungen, und zwar 
führen sie auf die ö"+t Puncte x, von denen oben die Rede 
war, und von denen die a ersten als einfache Schnittpuncte der 
beiden Curven (3), die x andern aber als zwiefache erscheinen, 
da sie Doppel- oder Rückkehrpuncte der ersten Curve sind. Man 
sieht also, dass die Zahl ns der Lösungen von (3) um <r + 2r zu 
vermindern ist, und man findet daher die Ordnung von F aus 
der Gleichung 

v=ns — 6 — 2r. 

Bestimmen wir jetzt die Zahl der Doppel- und Rückkehrpuncte 
für die transformirte Curve. Diese können zum Theil den Doppel- 
und Rückkehrpuncten der gegebenen Curve entsprechen; andrer- 
seits aber können, so wie Doppelpuncte der ersten Curve sich 
in Punctepaare der zweiten aufgelöst haben können, oder Rück- 
kehrpuncte in zwei unendlich nahe Puncte, so auch Punctepaare 
der ersten Curve sich in Doppelpuncte der zweiten vereinigt 
haben, und dadurch auf der transformirten Curve neue Doppel- 
puncte oder, wenn jene Puncte unendlich nahe lagen, Rückkehr- 
puncte entstanden sein. 

Bezeichnen wir durch ö' ', o' die Anzahl der Doppel- und 
Rückkehrpuncte von F, denen Doppel- und Rückkehrpuncte von 
f entsprechen, durch <T, o" die Anzahl derjenigen, denen Puncte- 
paare auf f entsprechen, so dass 

d + Q =6' + Q ' + d" + 9 ". 

Differenzirt man die Gleichungen (2), so drücken sich die 
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Differentiale der y durch die Differentiale der x aus mit Hülfe 
der Formeln: 

*»* + V,dfi = g dx t + g dx 2 + ^dx 3 

• **** + ^ = w { dx < + S ' te ' + ä;^- 

Aus diesen Gleichungen folgt, dass wenn x ein solcher Doppel- 
oder Rückkehrpunct von f=Q ist, für welchen nicht alle O 
gleichzeitig, also auch fi 9 verschwinden, jeder Fortschrei tungs- 
richtung dx auf der ersten Curve auch eine Fortschreitungsrich- 
tung dy auf der zweiten entspricht, also dem Doppel- oder 
Rückkehrpunct x ein Doppel- oder Rückkehrpunct y. Ist da- 
gegen x einer derjenigen Doppel- oder Rückkehrpuncte, für 
welche die O verschwinden, so verschwindet auch (i. Von den 
dx kann man eines beliebig Null setzen; zwischen den übrigen 
besteht dann die Gleichung 2 ten Grades: 

Indem man aus dieser Gleichung die Verhältnisse der dx be- 
stimmt, geben die Gleichungen (4), aus denen die dy ver- 
schwunden sind, zwei Werthsysteme der y, also zwei Puncte von 
F=ü, welche einem solchen Doppelpunct von /"=() entsprechen*). 
Die t Doppel- oder Rückkehrpuncte von f=ü, welche auch auf 
den Curven Q = Q liegen, geben also keine Doppel- oder Rück- 
kehrpuncte von F=0. Mithin ist 

ö' + Q=d+r— x. 
Die übrigen Doppel- und Rückkehrpuncte von F=0 ent- 
stehen nun dadurch, dass zwei Puncten x derselbe Punct y ent- 
spricht; dass also Werthsysteme der x, x bestehen, so dass 

O l (x) = i (af) 
(5) . . . 0,{x)=O t {x f ) f(x) = 0, f{x)=0; 
3 (x) = O 3 (x) ■ 
wobei der Kürze wegen nur immer ein Argument statt dreier 



*) Dies wird nicht aufgehoben durch den Umstand, dass die beiden 
Puncte y einander unendlich nahe rücken können, wenn der Doppel- 
punct auf /*= in einen Rückkehrpunct übergeht. 
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geschrieben ist. Die Anzahl von Lösungen , welche diese 

Gleichungen zulassen, bestimmt die Zahl ö" + q". 

Nun ist aber in diesen Gleichungen die selbstverständliche 

und unbrauchbare Lösung enthalten: 

ff/ 

/y» — — /y» /y» i /y» 'y» — -— «y» 

«fei ' U/l , «*/Q *~ — -" **'0 > fcvo **>o • 

Um diese zu vermeiden, setzen wir an Stelle der Gleichungen (5) 
zunächst diese: 

Q i [x)4-eW t [x) = Q i (x') 
(6) . . . 2 (x) + eW 2 (x) = 2 (x) /fc)=0, f[x)=0. 
• 3 (x)+eW 3 (x) = O 3 (x) 
wo die W ganz beliebige Functionen s ter Ordnung sind, und eli- 
miniren die x aus. diesen Gleichungen. Indem wir im Resultat 
€ gegen Null convergiren lassen, erhalten wir die gesuchte Glei- 
chung, welche mit f=0 zusammen die den Hieuentstehenden 
Doppel- und Rückkehrpuncten entsprechenden Punctenpaare 
liefert. 

Da inzwischen der Voraussetzung nach die Elimination der 
x aus den Gleichungen 

0i(*')=f% 



^8M = W: 



die Gleichung 

%)=0 

liefert, mithin auch für alle beliebigen Werthe der x: 

n®&)> <w. <w]=o, 

so giebt die Elimination der x aus den Gleichungen (6): 

FiOfä + eWAx), 2 (x) + eV 2 (x), ® 3 (x) + e W 5 (x)]=0 

=F(0) + e [V^x) F'(0 t ) + W 2 [x) F'{0 2 ) + W. 6 {x) *"<D 3 )] + . . . , 

und das erste Glied dieser Entwicklung verschwindet, so dass 

nach Division mit s die gesuchte Resultante in der Form bleibt: 

(7) . . . R=W l (x)F\0 l ) + W 2 (x)F'(0 2 ) + W 3 (x)^(0 s )=O. 

Aber diese Gleichung hängt noch von den ganz] zufälligen 
Functionen *P"ab; es kommt darauf an, diese in einem unwesent- 
lichen Factor abzutrennen. 

Reinerken wir nun, dass die Gleichungen (6) für unendlich 
kleine Werthe von e noch befriedigt werden können, sobald die 
Grössen x ausser der Gleichung f(x) = noch einer zweiten von 



S = = 
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den W abhängigen Gleichung genügen, und zugleich die x sich 
unendlich wenig von ihnen unterscheiden, wenn diese unendlich 
kleinen Unterschiede passend gewählt sind. Setzt man nämlich 

und entwickelt nach dem Taylor'schen Lehrsatz, so gehen die 
Gleichungen (6) mit Weglassung des Factors s über in: 

Nach Elimination der £ giebt dies für die x die einzige Be- 
dingung : 

«?,(*) */(*,) <*>>,) »,'(*,) 

«?,(*) *,'(*,) «;(*,) ®>j 
o />■) />,) f'{x 3 ) 

Diejenigen Wertlisysteme der x, welche die Gleichungen 
/■=(), S=0 befriedigen, genügen auch der Gleichung iJ=0; 
aber die erstem entsprechen keinen Doppel- oder Rückkehr- 
puncten, sondern Doppel- oder Rückkehrpuncte liefern nur solche 

x, welche der Gleichung ^=0 genügen. Die Division links aus- 
zufuhren ist im Allgemeinen selbst mit Hülfe von fz=Q nicht 
möglich. 

Da die Functionen W ganz beliebig sind, so muss man 
haben 

ß_ F'Qj , _ F'$ 2 F'$ a 

S Z± $ 2 '(#i) $'3(^2) f{ x z) ^± ^s'^i *i x 2 f x s ^i ^l'^i $'2^2 f x z 

Es ist leicht, einen vierten Werth dieses Verhältnisses anzugeben, 
welcher ein symmetrischer ist. Ist nämlich 

F(0 it 0> 2 , ®,) = M.f, 

so hat man wegen f~0 auch 

1 CX. - z CX . ' d GX. OX 

x 1 1 i 

Wenn man in den drei Gleichungen, welche hiedurch dargestellU- 
sind, die Grössen F'& 1 , F r i , F'&> 3 , — M als die Unbekannten 
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ansieht und ihre Verhältnisse durch Unterdeterminanten aus- 

R 
S 



drückt, so findet man die Gleichheit der oben gleich ^ gefun- 



denen Verhältnisse und ausserdem den vierten Werth 

M 

Vi 0*1 ##2 ^*8 

~'— dx x dx z dx z 

Die Curve Ä=0 ist vom Grade vs, die Curve S=0 vom Grade 
n + Ss — 3. Die Anzahl der Schnittpuncte von R=0, f=0, 
welche ausser denen von 5=0, /c=0 noch existiren, ist also 
n [vs — n — 3s + 3] . 

Indessen auch diese Schnittpuncte liefern nicht sämmtlich solche 
Puncte x, welche Doppel- oder Ruckkehrpuncten entsprechen, son 
dem man hat noch diejenigen Werthsysteme abzusondern, welche 
mit den Coordinaten der gemeinsamen Schnittpuncte der Curven 
0=0 mit/*=0 übereinstimmen, da für diese die Gleichungen (5) 
überhaupt nichts aussagen. Nun wird für die Puncte a, t offen- 
bar R von der (v — l) ,cn Ordnung Null; man kann ferner zeigen, 
dass S in den Puncten a von der zweiten, in den Puncten t von 

der dritten Ordnung Null wird. Man sieht dann, dass ^ für die 

erstem in der (i>— 3) lon , für die andern in der (v— 4) len Ord- 
nung verschwindet. Nimmt man hinzu, dass die erstem einfache, 
die letztern Doppelpuncte von / = sind, so sieht man, dass 
jeder der erstem (v — 3), jeder der letztern 2(v — 4) Schnitt- 
puncte absorbirt. Man hat also von der oben gegebenen Zahl 

noch 

( v _3)a + 2(v— 4)t 

abzuziehen, erhält also 

n\ys — n — 35 + 3] — (v — 3)tf— 2(v — 4)r 

— (*_!) (t,_2) — (» — l)(n — 2) + 2t 

brauchbare Schnittpuncte. Von diesen entsprechen zusammen 

immer zwei einem Doppel- oder Rückkehrpunct von F=0; 

daher hat man 

d +Q = 2 ~l +T ' 

Ö + Q = ö +Q +0 +o = - + d + r, 

oder endlich 
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v — X.v— 2 * n— l.H— 2 

_ _ (J ~^= 2 d ~ r ' 

was zu beweisen war. 

§ 17. Beweis des Hülfssatzes. 

Es bleibt übrig, die Sätze nachzuweisen, welche hier benutzt 
sind, und welche auf folgenden hinauskommen: 

Wenn man drei Functionen g>, ^, f hat, deren 
erste beide von gleicher Ordnung sind, so verschwin- 
det ihre Functionaldeterminante in der zweiten Ord- 
nung für jeden etwa den Curven 9 = 0, if>=0, f=0 
gemeinsamen Punct; und in der dritten, wenn dieser 
Punct ein Doppel- oder Rückkehrpunct von f=0 ist.. 

Dieser Satz kann geometrisch so ausgesprochen werden, 

wenn man die Curve 2+ ^r- -^- J- dabei als Jacobi'sche 

CXi CX.J, OX 3 

Curve*) bezeichnet: 

Gemeinsame Schnittpuncte von g>=0, ^===0, /=0 
liegen auch auf der Jacobi'schen Curve; diese berührt 
in denselben die Curve f=0, sobald g>, if> von gleichem 
Grade sind, und hat, wenn/ 1 einen solchen Punct zum 
Doppelpunct hat, diesen gleichfalls zum Doppelpunct, 
so dass.ihre Tangenten mit denen von /*=0 überein- 
stimmen. 

Ist nämlich ^/=0 die Gleichung der Jacobi'schen Curve., 
x einer der betrachteten Puncte, und setzt man in der Nähi« 
dieses Punctes für x { die Ausdrücke x. + A£ { ein, wo denn A sei* ä" 
klein; so erhält man statt J=0 die Gleichung 



und an Stelle von /=0 die Gleichung 

Ist nun 4=0, f—ü, so haben beide Gleichungen A^J 



i t k 



*) Cremona, Introd. ad una teor. geom. delle curve piane. 
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Schnittpunct x gemein. Stimmen aber auch noch die Glieder 
erster Ordnung überein, so dass 

dx dx . ' 

t t 

so kann man mit Hülfe der zweiten Gleichung die Glieder erster 
Ordnung in der ersten • zerstören , die erste Gleichung beginnt 
mit A 2 , und indicirt also zwei in x zusammenfallende Schnitt- 
puncte. Haben endlich beide Curven in x Doppelpuncte, so sind 

$j-, -J- gleich Null; hat man dann auch 

dx.dx, *~~ " dx dx, ' 

l k t H 

fallen also die Richtungen der Tangenten des Doppelpuncts für 
beide Curven zusammen, so kann man die erste Gleichung auf 
die Terme dritter Ordnung reduciren, während die zweite mit 
Tennen zweiter Ordnung beginnt, und der Doppelpunct absorbirt 
also 6 Schnittpuncte. 

Seien, um den obigen Satz zu beweisen, <p, ty von der Q leu , 
f von der w ten Ordnung. Ferner seien c t , c 2 , e 3 beliebige Con- 
stanten. Dann ist 

dtp dtp dtp 
dx± dx 2 dx 3 



(1) ... A. ( Ci x x +c 2 x 2 + c 3 x 3 ) = 







dty dty dty 

dx^ dx% dx 3 

df_ df_ df. 

dx i dx 2 dx 3 











c t c 2 c 3 c i x i -\-c 2 x 2 'j-c 3 x 3 



dtp 
dx i 

dxi 

3L 

dx i 



dtp 
dx 2 

d± 
dx t 

K 

dx 2 
c 9 



dtp 
dx 3 
d± 
dx 3 
df_ 
dx 3 



nf 




Hieraus sieht man, dass A mit tp, y, f zusammen verschwindet. 
Benutzt man dies, und differenzirt nach x., so hat man für die- 
jenigen Werthe der x, in denen <p, ty, f, A gleich Null sind: 
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d* 



~fa ( C l#i+ C 2#2~r C 3 a: 3) 







, , df 

d&i dx 2 dx 3 ^ ' IST. 

C l C 2 C 3 Q C i 



dtp dtp dtp 

dx i dx 2 dx 3 

dy dtp dty 

d&\ dx 2 dx 3 



— Q 



nzr —Q 



dj_ df_ df_ 
dx t dx 2 dx 3 



dtp 

dx. 

dx, 

■£ 

ox . 
t 





d(p 
dx t 


dq> 
dx % 


dtp 

dx 3 


d± 
dx x 


dx 2 


dv 
dx 3 


df 


df 


df 



_ , _ n \df_2+d9 dV_ 

™ ' dx. — dx x dx 2 if 



d. h. 4=0 und f=0 berühren sich. 

Ist aber x ein Doppelpunct von /==0, so verschwindet die 
rechte Seite, also auch die linke, d. h. 4=0 hat den Punct x 
gleichfalls zum Doppelpunct. Differenzirt man also jetzt (1) zwei- 
mal, nach x. und nach x k , so kann man zur Vereinfachung be- 
merken, dass, weil hier gleichzeitig 



(»r 



#._,. -IL 



■D %<=« 



dx t dx . 



x 9 



9f 



dx 2 dx. 



d*r _ 

3 dx 3 dx . 



Q9> = «, 



dq> 

dx t 

dV 



+ X* 



dtp 



2 dx 2 
+ X * dx 2 



_i „ dq> 
+ * 3 dx, 



=0 



3 

dx 3 



+ x z-^r =0, 



auch die Determinante 



d 2 f d 2 f 



dx$x . 

dtp 

dx t 
d± 
dxi 



d 2 f 

dx 9 dx dxodx. 

dq> 

dx 2 
dy 
dx 2 



dtp 
dx 3 
d± 
dx 3 



verschwindet. Nun braucht man in der transformirten Determi- 
nante (1) diejenigen Glieder gar nicht zu berücksichtigen, ia^ 
denen die dritte Horizontalreihe nicht differenzirt wird, weil— 
diese dann ganz verschwindet. Differenzirt man die dritte Reihen 
einmal, und die erste oder zweite auch einmal, so kommen^ 
Determinanten heraus, in denen die letzte Verticalreihe nur eil* 
von Null verschiedenes Glied enthält. Zerstört man dasselbe mitf 
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Hülfe der übrigen Verticalreihen, so erhält man nur das letzte 
Glied der letzten Verticalreihe von Null verschieden, und zwar 
ist es mit einem der Ausdrücke multiplicirt, auf deren Ver- 
schwinden wir soeben aufmerksam gemacht haben. Es bleibt 
also, indem wir nur die dritte Horizontalreihe zweimal differen- 
ziren: 

» k i k l z 

d. h. die Tangenten des Doppelpuncts von A fallen mit denen 
des Doppelpuncts von f zusammen. 



§ 18« Erniedrigung der Curvenordnung. Normalcurven. 

Wir wollen jetzt die Frage behandeln, welches der niedrigste 
Grad v einer Curve ^=0 ist, welche wir durch Transformation 
aus einer gegebenen f=0 erhalten können. Nehmen wir zunächst 
an, die Ordnung s der Ausdrücke <Z>, welche bei der Transformation 
den neuen Variabein gleich gesetzt werden, sei grösser als n — 3. 
In diesem Falle sind (vgl. § 9.) die Puncte, in denen eine Curve 
<B=0 die Curve /=0 schneidet, und auf welche es, da O 
nur mit /=0 verbunden auftritt, allein ankommt, gegeben durch 

ns — w ~ ' n ~~ =ns — p — d — r unter ihnen. Die Zahl der 

allen Ö> mit f=0 gemeinschaftlichen Puncte <r + r muss daher 
wenigstens um 2 kleiner sein als diese Zahl. Wäre sie nämlich 
nur um 1 kleiner, so könnte man zunächst mit Hülfe von / , = 
in einem <Z> alle Coefficienten bis auf ns — p — d — r+1 zer- 
stören, und die übrigen hätten dann den ns — p — d — r — 1 
linearen Gleichungen zu genügen, welche die gegebenen Puncte 
mit sich führten. Die Function wäre dadurch bis auf einen 
einzigen Coefficienten X bestimmt, die drei & hätten alle Formen 
u+k t v, u + X 2 v, u + X 3 v, und es bestände also eine lineare Rela- 
tion zwischen ihnen, was nicht sein darf. Man muss also haben : 

<S-{-T~^ns — p — d — r — 2. 

Nehmen wir die Gleichung hinzu: 

v=ns — <s — 2t/ 

so folgt 

v> p + d+,r + 2 — t. 
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Der kleinste Werth also, den die Ordnung v der transfor- 
mirten Curve erhalten kann, entsteht, wenn r=d+rund i/=p+2. 
Dieser Werth ist, wie man sieht, von der Ordnung der Trans- 
formationsgleichungen ganz unabhängig; sämmtliche Curven <D=0 
gehen durch sämmtliche Doppelpuncte der Curve f=0, und 
ausserdem durch 

a=ns — v — 2r=ns — p — 2 — 2(d+r) 

n—l.n — 2 
= ns 2 — d — r 

feste gemeinsame Puncte. Es ist zur Möglichkeit der Transfor- 
mation noch erforderlich, dass a Null oder positiv sei. Nun ist 

s>w — 3, daher auch 

^ . n(n — 3) o j a 

a>-^-5 — - — 3 — d — r=p — 4. 

Daher ist a in der That Null oder positiv, sobald />>2. Nur 
die- Fälle p—0, p=l, p=2 bedürfen einer besonderen Be- 
handlung. 

Wir sehen, dass wir mit Hülfe von Substitutionen, deren 
Ordnung die von n — 3 übersteigt, niedrigstens Curven der 
(p + 2) ten Ordnung erhalten. Untersuchen wir nun Substitutionen 
von niedrigerer Ordnung. 

Ist die Ordnung der Substitutionen 

s=n — 3 — k, (£=0, 1..., n — 4), 

so ist erstlich wieder 

v=ns — a — 2r = n(n — 3 — k) — o — 2t. 
Ferner muss die Anzahl a -f t der gemeinschaftlichen Puncte 
wenigstens um 2 kleiner sein, als diejenige Zahl von Punctei*, 
welche eine Curve s ter Ordnung bestimmt, d. h. man muss habejn 

Dies mit der Gleichung 

c + 2T=n(n — 3 — Ar)— v 
verbunden, giebt die Ungleichung: 

= (» — 3— k)(n+k) 



oder 

oder endlich 



2 »+*. 



*> P + 1 + d + r - *^t?_ v. 
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Hieraus sieht man, dass für ein gegebenes k oder s der gun- 
stigste Fall eintritt, wenn 

und es wird dann zugleich 

Es ist also immer möglich, die Curve f=0 auf 
eine Curve (p + l) ter Ordnung zurückzuführen; und 
zwar wird dies geleistet durch eine Transformation 
(n — 3) ter Ordnung (£=0), bei welcher alle Curven O 
durch sämmtliche Doppel- und Rückkehrpuncte gehen 
(r=rf + r) und ausserdem durch/? — 3 beliebig auf f=0 
gewählte Puncte o. 

Auch hier sind natürlich wie oben die Fälle p=0, 1,2 
auszuschliessen und besonders zu behandeln. 

Diese Transformation ist allgemein anwendbar, indem sie 
eintritt, wie gross auch die Anzahl der Doppelpuncte, welche 
die Curve enthält. 

Aus den auf p. 64 aufgestellten Ungleichungen geht hervor, 
dass immer 

= (»-8 -*)(»- *) 9 

*> (n ~ 3 ~2 )( * + * ) +2 - y - 
Man schliesst hieraus 

(<t ._8-*)(ii-*) 2 ^ (n-S-k)(n+k) | g y 

oder 

v^± + k{n— k— 3), 
oder endlich 

v — *>(* — l)(n— A: — 4). 

Da nun A: nur die Werthe 0, 1, . . n — 4 annehmen kann, 
so ist die rechte Seite dieser Ungleichung Null oder positiv, also 
v^n, ausser wenn k = 0. Man sieht daher, dass eine Ernie- 
drigung der Curvenordnung durch eine Transformation im Allge- 
meinen (d. h. ohne besondere Voraussetzungen über die Lage 
der Doppel- und Rückkehrpuncte) nur entstehen kann bei k = 0. 

Clebsch u. Gordan, Thoor. d. Ahol'schcn Fand. 5 
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Weim also überhaupt der Grad der transformirten Curve 
niedriger als n sein soll, so muss dies durch die oben <t- 
w ahnte allgemeine Transformation geschehen, welche von der 
(n — 3) ten Ordnung ist, und auf den Grad p + i führt. Man 
muss dann haben 

P + Kn, 
also für die Zahl der Dop pelpu riete die Bestimmung 

d + r> - 

Da die transformirte Curve von der fp+l) 1 « 11 Ordnung wird, 
wenn man eine Transformation [n — 3) ter Ordnung in der ange- 
gebenen Weise anwendet, und da die Zahl p erhalten bleibt, so 
hat die neue Curve 

p.p—i 



p .p^ — 3 



Doppel- 
für 
indem alle 



Doppelpuncte. Die Curven (p + l) ler Ordnung mit 

puneten bilden also gewissermassen die Normalform 
Curven, welche einer gewissen Zahl p zugehören, 
solche sich in diese transfonniren lassen. Dagegen sind umgi 
kehrt nach dem Vorigen diese Curven im Allgemeinen in keine 
niedern transformirbar, und alle Curven niederer Ordnung, den« 
dasselbe p zukommt, können nur aus speci eilen Curven (p+l) ter 

Ordnung mit p ' p "^ ' Doppclpuncten hervorgehn, welche wegen 

ihrer besondern Natur die Erniedrigung der Ordnung ausnahms- 
weise gestatten* Unsere Norma kurven sind genauer aufgezäh 
von p=3 ab Folgende: 

p = 3 : Curven 4 tE>r Ordnung mit 

p = ±: „ 5** 

p = 5: „ 6 ter 

p = 6: „ 7 l * r '„ 

u, s. w. 

Die allgemeine Curve & ter Ordnung erscheint dahei als Tram 
formation einer specielien Curve 7 lcr Ordnung mit 9 Doppe 
puneten, die Curve 5 ter Ordnung mit einem Doppelpunet a 
Transformation einer specielien Curve G Lcr Ordnung mit 5 Doppe 
puneten etc. 



Doppelpunclen 

5 

9 
U 
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§ 19. Behandlung des Falles p=0. Normalcurye: 
eine Gerade. 

Die Fälle, welche nun noch eine besondre Untersuchung er- 
heischen, sind diejenigen, wo p=0, 1, 2. Sie sollen der Reihe 
nach behandelt werden. Die einfachsten Curven dieser Art sind 
beziehungsweise die Gerade, die Curve 3 ler Ordnung ohne Dop- 
pelpunct, und die Curve 4 teE > Ordnung mit einem Doppelpunct. 
Es soll gezeigt werden, wie die allgemeinsten Curven, für welche 
p=0, 1, 2 sich beziehungsweise in diese Curven transformiren 
lassen. 

Wenn für eine Curve n ter Ordnung p=0, so besitzt dieselbe 
n— .7i— Doppel- und Rückkehrpuncte. Betrachten wir diese 



2 

zusammen mit 2» — 3 andern auf der Curve gewählten Puncten 

als Grundpuncte eines Büschels von Curven (n — l) ter Ordnung. 

Derselbe ist dadurch vollständig bestimmt; denn durch die' 

n ~~ ' - 1 festen Puncte sind die Constanten einer Curve 

(n — l) ter Ordnung bis auf eine bestimmt. Sei diese eine, will- 
kürlich gebliebene, A, so ist die Gleichung des Büschels von 
der Form 

(1) . . . u + kv=0, 
wo u und v Functionen (n— -l) ter Ordnung sind, welche gleich 
Null gesetzt irgend zwei Curven des Büschels darstellen. 

Verbinden wir die Gleichung (1) mit der Gleichung /=0 
der gegebenen Curve, so erhalten wir die n.n — 1 Puncte, in 
welchen eine Curve des Büschels die gegebene schneidet. Aber 

diese bestehen aus den n ~~ ' ~~ doppelt zu rechnenden Doppel- 

und Rückkehrpuncten, aus den 2n — 3 willkürlich gewählten 
festen Puncten, und aus 

n{n— 1) — («— l)(n — 2) — (2n— 3)=1 
beweglichen, d. h. von X abhängigen Schnittpuncten. 
Verbinden wir die Gleichungen 

/*=0, u + Xv=0 
mit der Gleichung 

a=cc l üc i -\-a 2 x 2 + a 3 #3=0, 
in welcher die cc Coordinaten einer beliebigen Geraden bedeuten, 

5* 
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und etiminiren wir aus diesen Gleichungen die x, so entsteht 
eine Gleichung für die «, welche aussagt, dass die Gerade et 
durch einen Schnittpunct der beiden Curven gehe, d, h. es ent- 
steht das Frnduct der n . {n — 1) Gleichungen der einzelnen 
Schnittpuncle« Die Endgleichung der Elimination ist, da die 
Grade der gegebenen Gleichungen in den Variabein durch die 
Tabelle 

x a l 

f=Ot n "" Ö~ 

« + 1^ = 0: n— 1 1 

tft=0: 11 

dargestellt sind, in der That vom Grade n . n — 1 in den a und 
ausserdem vom Grade n in L Diese Endgleichung muss sich in 
n.n — 1 lineare Factoren auflösen, von denen nur einer K ent- 
hält, der nämlich, welcher die Gleichung des beweglichen Schnitt- 
punets angiebr. Es mnss sich also ein Factor vom [n[n — 1) — l] lel 
Grade in den « absondern lassen, welcher A nicht enthält Nac 
Absonderung desselben hat die Eliminationsgieichung die Form 

wo die A Functionen n tcn Grades von A sind. Dieses ist die 
Gleichung des beweglichen Scbniltpunets; seine Coordinaten ver- 
halten sich also zu einander wie die Functionen A, und mau 
hat also die Coordinaten x des beweglichen Schnitten nets als 
rationale Functionen n 1ei Ordnung eines Parameters l dargestellt 
mit Hülfe der Gleichungen: 

ficc i =A i 
(1) . . . px^A t 

wobei fi ein willkürlicher Factor ist. 

Setzen wir A=^, so haben wir die x als homogene Furt« 

tionen n tw Ordnung von y n y t dargestellt Sehen wir nun */ r * 
y Ä , y 3 als Coordinaten eines Punets der transformirten Curve *m» 
so können wir die x als Functionen der# betrachten, bei weldm*^ 1 

es ist also dieses die Gleichung der transformirten Curve, d. * 
dieselbe ist eine Gerade, wie es sein sollte. 

Wir können so jede Curve n {{ * Ordnung mit ^— k 
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Doppel- und Ruckkehrpuncten in eine Gerade überführen mit 
Hülfe der Transformation (1), welche von der n ten Ordnung ist. 



§ 20. Behandlung des Falles p=l. Normalcurve: 
eine allgemeine Curve dritter Ordnung. 

Gehen wir zu den Curven n icr Ordnung mit ^-ö™-- Doppel- 

und Ruckkehrpuncten über, für welche jo=l. Man betrachte 
die Doppel- und Rückkehrpuncte nebst 2n — 2 andern auf der 

Curve beliebig gewählten festen Puncten als die — — — ^ — 1 

Grundpuncte eines Curvenbüschels u + lv=0 der (#t — l) ten Ord- 
nung. Verfährt man wieder ganz wie im Vorigen, so hat man 
die Eliminationsresultante aus den Gleichungen 

/=0, u + Xv=0, a=0 

zu bilden, welche wie im Vorigen für die et vom n(n — l) len , für 
l vom n tcn Grade ist, und sich als das Product von n(n — 1) in 
den a linearen Factoren, den Gleichungen der n(n — 1) Schnitt- 
puncte von /*=0 mit u + Xv=0 darstellt. Von diesen fallen 
jetzt n(n — 3) in die Doppel- und Rückkehrpuncte, 2n — 2 in die 
beliebig gewählten festen Puncte hinein, es bleiben also 

n(#i — 1) — n(n — 3) — (2w — 2)=2 

bewegliche Schnittpuncte übrig. Die Resultante geht daher nach 
Absonderung des Factors [n(n — 1) — 2] lcn Grades, der l nicht 
enthält, in die Form über 

(1)... 0=w u <*,*+*>,, ci t 2 +rv 33 a 9 2 +2fv ii a i a i +2w 3l cea i +2w it a i a t , 

Wo die w Functionen n ,en Grades in l sind. Da diese Gleichung 
"** Product der Gleichungen der beiden beweglichen Schnitt- 
P Un cte darstellt, so muss sie sich in zwei lineare Factoren auf- 
"^o lassen, d. h. es muss unabhängig von dem Werthe von l 



(2) . . . W= 



n> H 


rv n 


»13 


w 2i 


w %% 


»23 


»31 


»32 


»33 



= 



. ln - Sind ferner x t , x t , x 3 und £,, £ 2 , £ 3 die Goordinaten der 
e%v <*glichen Schnittpuncte, so muss die obige Gleichung mit 

(3) . . . . 0=(x i a l +x i cc 2 + x 3 ct 3 )(£ i a l +£ i cc 2 +£ 3 a 3 ) 
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gleichbedeutend sein, d. h. man hat zur Bestimmung der x, | 
die Gleichungen: 

(4) . . . X&=W„ ,^1+^8 = K 

*£* = w 33 * i$2 + x& = 2 n> t ,. 

Bezeichnet man sodann die Coordinaten der Verbindungs- 
linie der Puncte x, | mit p t , p 2 , p 3 , so dass 

ft=*t£s— *«6i 

(5) . . . A=tf 8 Si— *A 

so findet man aus (4) sofort 

p iPk =-4W. k , 
wo die 7P ft die Unterdeterminanten von W sind. Die aus den 
W ik zu bildenden' Unterdeterminanten sind also sämmtlich iden- 
tisch Null, so dass für jeden Werth von X: 

W tt W 33 = W t * W n W„= W u W t3 

w u w u ^w n * w n w tl =w tl w M 

W u W u = W t * W 3i W 3t = W 33 W w 

Dies ist nicht anders möglich, als wenn die W ik bis auf 
einen allen gemeinschaftlichen Factor, den wir durch — Q be- 
zeichnen wollen, den Quadraten und Producten rationaler Func- 
tionen l i9 / x , l 3 gleich werden, wenn also 

Es folgt dann 

Pl =2iyö , p 2 =2l t j/Q , p 3 =2l 3 ]/Q, 
und ferner aus den Gleichungen (4), (5) zusammen: 

(6) ... x&=w lz + l 3 j/Q x£ t =n>„ *£*=*>*— liVH 

Statt dieser Gleichungen kann man auch folgende setzen, welche 
entstehen, wenn' man diese Reihen, mit drei willkürlichen Grössen 
?i> y%> 7z multiplicirt, addirt, und q= Sift+Siyi+Ssft als wU1 - 
kürlichen Factor betrachtet: 
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Qx l =w ii y i + rv it y t + rv i3 y 3 + (y^—y^/Ö 

(7) . . . Qx t =w ii y i + w tt y i + w i3 y 3 + (y 3 l i —y i l 3 )y r Q 

qx 3 =rv 3i y i + w 3% y % + rv 33 y 3 + (y t l t — y^jfQ. 

Diese Ausdrücke sind von den Grössen y nur formell ab- 
hängig, wie aus den Gleichungen (6) hervorgeht. Lässt man das 
Zeichen von j/Q unbestimmt, so geben diese Gleichungen eben- 
sowohl die x als die g, indem man der Wurzel nur einmal das 
positive, einmal das negative Zeichen zu geben braucht. 

Es kommt alles darauf an, den Grad der Function Q zu be- 
stimmen. Dies geschieht durch folgende Betrachtung. 

Es giebt Curven des Büschels u + lv=0, welche die Curve 
/*=0 berühren, indem die beiden beweglichen Schnittpuncte 
zusammenfallen. Für diese muss offenbar Q verschwinden. Un- 
tersuchen wir also, wie viel solcher Curven es giebt. Da f=0 
von einer Curve u + lv=0 berührt werden soll, so hat man 
für den Berührungspunct: 

df du^ , , dv_ 

^ dx t dx t d&i 

* dx % dx 2 dx t 



Daraus folgt 



** dx 3 dx 3 dx 3 

— dx i dx 2 dx 3 



die Berührungspuncte sind also Schnittpuncte der Jacobi'schen 
Curve mit /==0. Aber nicht alle diese Schnittpuncte sind 
wesentlich. Denn nach dem Frühern fallen in jeden einfachen 
Punct, welchen u, v mit f gemein haben, 2 Schnittpuncte der 
Jacobi'schen Curve mit /=0, und sogar 6, wenn dieser Punct 
ein Doppelpunct von f war. Nun ist der Grad der Jacobi'schen 

Curve 3n — 5, w, v haben n ' n ~ s Doppelpuncte, und 2w— 2 ein- 
fache Puncte mit f gemein; also wird die Anzahl der wesent- 
lichen Schnittpuncte, d. h. der Grad von Q: 

n(3w — 5) — 2(2n— 2)— 3n(w — 3) = 4. 
Die Function Q ist also vom vierten Grade, die / werden vom 
(n — 2) ten in l. 
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s> n 



Schreiben wir min Q in die Form 

Q=l — a t . I — a % * X — n 3 . A — a €i 
und setzen 

Ui = l — "i • « 3 — ^ 



(8) . . - y t P,= 



Vq 



a A — ti t 



so lassen die w y l sich als Functionen n>\ t von j/j , y 2 darslelien, 
deren Grade den Ordnungen der m\ l beziehungsweise gleich sind, 
j/Q wird bis auf eine Constante, welche in die / eingehen mag, gleich 
y$if und man findet die x durch die Formeln ausgedrückt: 
qx, =y i n? u t + ?v%' + y a w ls ' + **$&'— rJt) Vi *J* 
(9) i . . far, =y t tv 21 f + Y % * t ; + fj*^ + mtyjf—yfo') y t y, 

p*»=j r i w «' + jv»W + Jv^st + KW»~?ä1 k t/z 

Die x sind also als ganze Functionen « ler Ordnung der # darge 
stellt; und auch umgekehrt kann man die // durch die x rational 

ausdrucken, da A = eine rationale Function der x ist, wo 

durch also yj, */ 2 sofort so dargestellt sind, y 3 aber in «Ion 
Gleichungen (9) nur linear vorkommt. Zwischen den y endlich 
besteht aus (8) die Gleichung 

(10) . . . *»ftfri -*.&r, - » J fo - *"*) = ( **=-?=? 

l a t — ff g 

Dies ist die Gleichung der transformirten Curve. Sie ist v»i* 
der dritten Ordnung, und das Coordinatensystem der y hat i« 
Bezug auf dieselbe eine sehr benierkenswerthe' Lage. Für y t s=xO 
geht die Gleichung der Curve in y, s =0 über; die Axc y i= ^<J 
schneidet also die Curve in drei unendlich nahen Puncten, d. J~» 
#,=0, # 8 =0 ist ein Wendepunct und #,=0 seine TangenL* 
Durch ihn gehen die drei Geraden 

y*=Q> y x — ^=0 T y t — tfy t =Q, 
für welche die Gleichung der Curve immer in 

übergeht. Jene drei Geraden sind also die Tangenten, weicfc^ 
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von, dem Wendepunct an die Curve gelegt werden können, und 
y 8 =0 ist die Gerade, auf welcher die Berührungspunctc der 
drei Tangenten sich befinden, die zu dem Wendepunct gehörige 
harmonische Gerade. Es ist zugleich k* das Doppelverhältniss 
der vom Wendepunct an* die Curve gezogenen Tangenten, die 
Wendetangente selbst inbegriffen. 

Die Curven n Ur Ordnung, welche, entstehen, indem man die 
x gleich Null setzt, müssen mit der Curve (10) eine gewisse 
Anzahl o* fester Puncte gemein haben. Die letztere hat keine 
Doppelpuncte, daher muss der Grad der Curve /=0, welcher, 
wie wir wissen, n ist, und welcher aus (10) durch die Substitu- 
tionen n ter Ordnung (9) wieder hervorgeht, gleich 3« — o* sein, 
oder tf=2w. Diese er Puncte sind leicht nachzuweisen. Nehmen 
wir irgend eine lineare Verbindung der rechten Theile von (9) 
und bilden also die Gleichung: 

(ii) . . . 2yA»» +y*y.*±yiWi— °- 

Die durch sie dargestellte Curve muss ebenfalls jene 2» constan- 
ten Schnittpuncte mit (10) haben. Aber in der Nähe von y,=0, 
y t =0 geht (11) in das Büschel von n — 1 Geraden 

über. Die Curve (11) hat also im Puncte ^=0, y 2 =0 einen 
(n — l)fachen Punct, dessen eine Tangente, y,=0, die Curve (10) 
berührt. Daher fallen in diesen Punct n Schnittpuncte der beiden 
Curven. 

Ferner giebt die Gleichung (11) 

(12) . . . (2M^ tt ?=y,V(*±r./V.?. 

wo nun y{ mit Hülfe von (10) eliminirt werden kann. Aber 
dann geht l{l k 'y*y* nach dem Vorigen in die Unterdeterminante 
W ik der w ik , mit — 1 multiplicirt, über, und die rechte Seite 
von (12) in die Determinante: 
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Die Gleichung (12) zerfällt daher in die beiden Gleichungen 

Nur die zweite von diesen ist von den. specielle^ Constanten ß 
der Curve (11) abhängig; die erste liefert n constante Verhält- 
nisse y { :y t> und jedem entspricht aus (11) ein Werth von y v 
welcher gleichfalls von den ß unabhängig ist, so dass man aus 

(13) . . . Sy i7k w ik ^O 

in Verbindung mit (10) n weitere constante Schnittpuncte findet. 
Was nämlich den Werth von y 3 betrifft, so ist, wenn wirklich 
der aus (11) gefundene Werth von den ß unabhängig sein soll, 
nothwendig 

Setzt man aber die Quotienten paarweise einander gleich, so hat 
man die drei Bedingungen 

Yt *«>ikV}k—K 2»*Wk=0 

y* Zw ikYK— l l 2»&wr k =°> 

welche wegen (13) sich auf die eine Gleichung 
reduciren. Diese aber geht, mit y t yj h ' multiplicirt, in 

tk 

über, und ist also identisch erfüllt. 

Es entsteht nun die Frage, ob der Modul k 2 eine wesentliche 
Constante ist, oder ob man ihren Werth abändern kann, indem 
man irgend eine andere Transformation anwendet. 

Zur Beantwortung dieser Frage*) denken wir uns die Curve 



*) Wir verdanken diesen Beweis einer schriftlichen Mittheilung 
des Hrn. Cayley. Man vergleiche über denselben, so wie über ver- 
schiedenes auf die hier behandelten Gegenstände Bezügliches die Ab- 
handlung des Hrn. Cayley, Verhandlungen der London Mathematical 
Society, Oct. 16, 1865. 
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f=0 durch eine beliebige andre Transformation in die Curve 
dritter Ordnung 

(14) . . . Z 3 2 Z t =:Z 2 .Z x — Z % . Z i — l\ 

verwandelt. Da die x den y wie den z eindeutig entsprechen, 
so entsprechen auch diese einander gegenseitig eindeutig, und 
man kann also die neue Transformation zusammensetzen aus 
unserer ursprünglichen, und aus einer Transformation, welche 
die Curve dritter Ordnung (10) in die Curve dritter Ordnung (14) 
verwandelt. Es ist die Frage, ob der Werth von l* dabei be- 
liebig gross gemacht werden kann. 

Die Grösse l* stellt das Doppelverhältniss der vom Puncte 
z t =0, z 2 =0 an die Curve (14) zu legenden Tangenten dar, 
wie A^ das entsprechende bei der Curve F=0 darstellt. Nach 
einem bekannten Satze aus der Theorie der Curven dritter Ord- 
nung weiss man, dass dieses Doppelverhältniss ungeändert bleibt, 
von welchem Puncte der Curve aus man das Tangentenbüschel 
auch lege. 

Wenn die von (10) zu (14) führende Transformation 

z i=<Pi{yi> y 2 > y s ) 

von der o ten Ordnung ist, so müssen die Curven q>=0 durch 
3p— 3 feste Puncte der Curve (10) gehen, damit das Endresultat 
von der* dritten Ordnung werde. Einer Geraden 
(15) . . . a i z i + a i z i + a 3 z 3 =0 
entspricht bei dieser Transformation eine Curve o ler Ordnung 

(16) . . . a 1 9>i + a^2 + « 8 9 J 3= ^ 
dergestalt, dass die beweglichen Schnittpuncte der einen Curve 
mit (14) denen der andern mit (10) entsprechen. Lässt man die 
Gerade (15) sich um einen Punct drehen, fixirt also einen der 
beweglichen Schnittpuncte, so erhält man das Linienbüschel 

(17) . . . Z + k?=Q, 
und ihm entspricht aus (16) ein Büschel von Curven o ter Ordnung 

(i8) . . . Y+xr=o, 

welcher entsteht, indem der entsprechende bewegliche Schnitt- 
punet der Curve (16) fixirt wird. Die Gebilde (17) und (18) sind 
projeetivisch , insofern dasselbe reihende Element k in beiden 
auftritt und die entsprechenden Elemente verbindet. 

Da den beiden übrigen Schnittpuncten einer Geraden des 
Büschels (17) immer die beiden übrigen Schnittpuncte einer Curve 
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des Büschels (18} entsprechen, so fallen beide PuncLenpaare gleich 
zeitig zusammen. Den 4 von dem (ixirten Puncto auf (14) an 
diese Curve zu ziehenden Tangenten entsprechen also 4 Curven 
des llüschels (18), welche die Curve F=0 berühren, und da 
die Cnlssen l der entsprechenden Curven und Geraden dieselben 
sind, so ist das Doppelverhältniss der vier Berührungscurven 
gleich dem der vier Tangen len. Nun blieb letzteres umgeändert, 
wenn man den auf (14) fixirten Punct über die Curve wandern 
lässt Ebenso also bleibt das Doppel verhält niss der vier Be- 
rulirungsrurvcn ungefmdert, wenn man den vierten Punct über 
die Curve F=Q wandern Iftsst. Und was von diesem Punete 
gilt, iniiss ebenso von den andern Puncten des Büschels gelten. 
Hau haf also den Satz: 

Wenn man durch irgend 3* — 2 Punete einer Curve 
dritter Ordnung einen Bus ehe! von Curven s ter Ordnung 
legt*), so giebl es in demselben 4 Curven, welche di 
Curve dritter Ordnung berühren, und ihr Doppelver 
hältiüss ist von der Lage jener 3$ — 2 Punete um ab 
hangig. 

Lasst mau nun 3s — 3 jener Punete so liegen, dass sie dei 
vollständigen Durchschnitt einer Curve (s — l) u - r Ordnung mittler 
Curve 3 k " Ordnung bilden, so geht der Curvenbüsehel s ier Ord- 
nung in eine Teste Curve (s— l)^ r Ordnung (resp. deren Schnitt* 
punetsystem oiit der Curve 3 ler Ordnung} über, und in einen 
Büschel von Geraden, welcher den letzten festen Punct zum 
Scheitel bat Hieraus folgt ferner: 

Jenes Doppelverhältniss ist auch von der Zahl s 
unabhängig, und ist gleich dein Doppelverh ältn 
der Tangenten, welche von einem Punct der Curve 
S Xe * Ordnung an dieselbe gelegt werden können. 

Somit hat also &* wirklieh einen absolut unveranderlirfieii 
Werth, und A* muss entweder gleich ft* sein, oder doch gleicfc 

einem der fünf andern Doppel Verhältnisse /JL t l^&? 3 i^s* 

p -, kt v ) > welche sich aus denselben Elementen bilden lasset 



*) Der Büschel ist hiedurch im Allgemeinen nicht vollständig- fe e ' 
stimmt, wohl aber die Stdiaaren von DiirchsclniittsHurtcten, welche ae* 11 * 
Curve« mit iler Curve dritter Ordnung gemein haben. 



§ 21. Die eindeutigen Transformationen. 77 

Diejenigen Curven, für welche p=l, besitzen 
also eine absolute Invariante. 



§ 21. Behandlung des Falls p = 2. Wormalcurve: eine 
Curve vierter Ordnung mit einem Doppelpunct. 

Die Reduction der Curven mit w "~ ' (> n ~~ — — 2 Doppel- und 

Rückkehrpuncten (p=2) geschieht auf ganz ähnliche Weise wie 

beip=l. Nehmen wir einen Curvenbüschel (n — l) lcr Ordnung, 

welches durch die Doppel- und Rückkehrpuncte und durch 2?i 

andere auf der Curve f=0 beliebig gewählte Puncte geht, und 

bezeichnen denselben durch 

u + Xv=0, 
so haben die Curven dieses Buscheis wieder mit f=Q nur zwei 
bewegliche Schnittpuncte gemein. Eliminirt man also die x aus 
den Gleichungen 

f=0, u + Xv=0 
cc i x i + a i x i + a 3 x 3 =0 9 • 
» erhält man wieder mit Uebergehung der von X unabhätigigeu 
Facloren das Product der Gleichungen der beiden beweglichen 
Schnittpuncte in der Form 

Wo die rv ganze Functionen « ter Ordnung von X sind, deren 
Determinante verschwindet. Man hat daher auch wie im Vorigen 
fö r die x hier in X die Ausdrücke: 

Qx i = w il y i + tv it y % + tv i3 y 3 + {yJ 3 —y 3 l 2 )j/Q 
Qx t =w il y l + w tt y % + w 23 y 3 + (y*l—y} 3 )Y~Q 
QX 3 =w 3i y t + w 3% y % + w 33 y 3 + (y l l t —yj l )'/Q 9 

*° die y willkürliche Grössen sind, und Q, l if / 2 , l 3 rationale 
u,, ctioneu von X, so dass 



lf k Q=-W i 



ik* 



y. Aber der Grad der Function Q ist hier ein anderer als im 
° r *gen. Er wird erhalten, wenn man die Anzahl der Schnitt- 

Pu **cte von/-=0 mit der Jacobi'schen Curve £+& J*L |?-=0 

p e — fl»i dx t dx 3 

r **iindert um die doppelte Anzahl der festen einfachen Puncte 
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welche w, v mit f gemein haben, und um die 6 fache Anzahl der 
Doppelpuncte ; der Grad von Q ist also: 

Setzt man also 

Q=l — a i .l — a t .X — a 3 .l — ö 4 .ä — ö 5 .ä— a ß 



und sodann 



y i= X—a i .a 3 —a i 
y% =l—a l .a 3 —a i 

yxy*y*=- VQ 

m %. 04 — 02-05 — g2' g 6 — a % 

«3— «1 • («3 — «l) 4 . («1 — 0«) 4 ' 

so kann man die Functionen w>, / als homogene Functionen w\ 
i von y v und y % darstellen, und erhält für die x die in den y 
rationalen Ausdrücke: 

qx x =y i w ii ' + y t n> 12 ' + y 3 n> l3 + m(yj 3 — y 3 l % ') y t y % y 3 
(1) . . . qx l =y i w %i , + y % w^ + y^ % ^m[y 3 i;—y i l 3 f )y i y 2 y z 

qx 3 = y, ro 3 [ + y 2 n> 32 ' + y 3 w 33 + m{y} % ' — jy /) y, # 2 y y - 
während zwischen den y selbst die Gleichung besteht: 

(2) . . . y l y i y 3 2 =y l —y 2 .y i —# i y 2 .y i —l 2 y 2 .y l --i* i y 1t , 
wo 

03~~ g 2 03 """02 g 3 02 

]?=zz a Z"~ ü * j|» — 03 — 01 2_ 03 — 01 

04 — 02 ' 05 02 ' 06 — 02 

ö 4 öj «5^-01 06 — 01 

Die Gleichung (2) ist die Gleichung der transformirten Curve; 
und zwar ist es die Gleichung einer Curve 4 ter Ordnung mit dem 
Doppelpunct y t =0, y 2 =0; die Axen y t =0, y % =0 selbst sind 
die Tangenten des Doppelpuncts, die 4 Geraden 

yt—y*=0, y i —k 2 y % =0, y i —X t y % ^0 9 y i —(i 2 y i =0 

sind die vier Tangenten, die man von dem Doppelpunct an die 
Curve ziehen kann, und ihre Berührungspuncte liegen auf der 
Geraden t/ 3 =0. 

Man kann statt des Curvensystems (n — l) ter Ordnung auch 
ein System (n — 2) ter Ordnung benutzen, welches durch alle Doppel- 
und Bückkehrpuncte, und durch n feste Puncte von f=0 geht. 
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Dieses Curvensystem entsteht aus dem Vorigen, wenn n der festen 
Puncte in gerader Linie liegen, so dass das System (« — l) ter 
Ordnung in diese feste Gerade selbst und in ein System (n — 2) ter 
Ordnung übergeht. Endlich kann man ein System (n — 3) ter Ord- 
nung benutzen, welches durch alle Doppel- und Rückkehrpuncte, 
einen ausgenommen, hindurchgeht. Dieses entsteht, wenn in 
dem System (n — l) ter Ordnung 2n der festen Puncte auf einem 
Kegelschnitt liegen, wodurch das System (w — l) ter Ordnung in 
diesen und in ein System (n — 3) ter Ordnung übergeht, welches 
die sammtlichen Doppel- und Rückkehrpuncte zu Grundpunc- 
ten hat. 



Vierter Abschnitt. 

Periodicität. 



§ 22. Verzweigungspuncte. 

Stellen wir einen Werth der unabhängigen Variabein x 
durch einen Punct der XY Ebene dar, dessen Coordinaten der 
reelle und imaginäre TReil der Grösse x=X+ Y Y — 1 sind, 9 
entsprechen jedem Puncte der Ebene n Werthe von s x , welche an 
der Gleichung F[s x , ar) = sich ergeben. Diese Werthe sind 
alle verschieden, sobald nicht x einer der Werthe ist, für welche 
zugleich 

F=0, |^=0. 

Die solchen Werthen entsprechenden Puncte heissen Verzwei- 
gungspuncte*); in denselben fallen im Allgemeinen zwei Werthe 
von s x zusammen; wir werden uns auf die Betrachtung dieses 
Falles beschränken, indem alle andern als Grenzfalle daraus 
folgen**). 

Wenn man an einer beliebigen Stelle der XY Ebene einen 
der Werthe von s x wählt, und diesen sich auf einer geschlossenen 
Curve continuirlich ändern lässt, so kommt man, wie Puiseux. 
gezeigt hat, immer zu dem ursprünglichen Werthe! von s x zu- 
rück , sobald die geschlossene Curve keinen Verzweigungspunct 



*) Riemann in Crelles Journal Bd. 54. v 

**) Eine genaue Untersuchang aller möglichen Fälle findet man bei 
Puiseux, Recherches sur les fonetions algebriques, in Liouvilles JouröÄ^ 
Bd. 15. 
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einschliesst; sind aber Verzweigungspuncte eingeschlossen, so 
kommt man unter Umständen zu einem andern VVerthe von s x . 
Und dieser wieder bleibt ungeändert, wenn man die geschlossene 
Curve so variirt, dass bei der Gestaltsänderung der Curve nie 
ein Verzweigungspunct ein- oder austritt. 

Ist nur ein einziger Verzweigungspunct eingeschlossen, so 
kann man zu einer andern Wurzel s x gelangen. Wir können 
die geschlossene Curve dann zusammenziehen in einen Weg A, 
welcher nach dem Verzweigungspunct hinfuhrt, in einen unendlich 
kleinen Kreis um denselben, und in den Weg A in umgekehrter 
Richtung. Beginnen wir nun mit dem Werthe sj, und mag 
dieser bei Durchlaufung des Weges A nach dem Verzweigungs- 
punct hin sich in s% verwandelt haben, welcher Werth dem Ver- 
zweigungspuncte als zugehörige Doppelwurzel entsprechen soll. 
Brechen wir den Weg A in der Entfernung s von dem Ver- 
zweigungspuncte ab, um den kleinen Kreis zu durchlaufen, so 
wird auf demselben s x von s* f x von dem Verzweigungswerthe 
x° sehr wenig verschieden sein, und wenn man durch q> den 
Winkel bezeichnet, welchen ein Radius des Kreises gegen die 
JAxe macht, so hat man 

x — x°=ee i( P. 
Ferner geht nach dem Frühern F(s x , x)=0 über in: 

g(*-*°)+ig£( fr -^)«=o, 

so dass 

s x — ^=Const. yx~^x 6 ==Comt.J/7.e 2 . 

Beim Umlauf um den Kreis wächst nun g> um 2m, und man 
whält, wenn man wieder auf den Weg A zurückgekommen ist: 

s x — s°=— Const.j/e.e 2 . 

Der Werth von s x hat sich also beim Umlauf um den Kreis 

geändert; und man kann also auch, indem man den Weg A zu- 

ru ckverfolgt, nicht zu dem ursprünglichen Werthe sj gelangen, 

f Rädern muss zu einem andern Werth s x " kommen. Und zwar 

s,e ht man auch, dass man umgekehrt von s x " ausgehend zu sj 

Zür ö C kgelangt. 

Fixiren wir also in der Ebene XY irgend einen Punct 0, 

l ebsch u. Gordan, Theor. d. Abel'schen Funct. 6 
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und ziehen von hier gerade oder krumme, einander nie Im 
schneidende Linien A nach den Verzweiguugspuneten , so i s t 
jeder Verzweigungspunct zweien der Werthe von s x , 
die dem Punct angehören, und welche durch st 1 *, 
ä* 8 * •.•.**** bezeichnet werden sollen, zugeordnet, den- 
jenigen nämlich, welche durch Beschreibung eines Umgangs um 
den Verzwcigungspunet in einander übergehen, während, sobald 
man einen Umgang um einen Verzweigungspunct mit einem nicht 
zugeordneten Werthe von s^. beginnt, der Verzweigungspunct sich 
vollkommen neutral verhält, und man also zu demselben Werthe 
von Sy zurückgelangt. Mit einer Abänderung der Curven Ä ändert 
sich die Art der Zugehörigkeit, sobald irgend eine der Gurren 
während der Abänderung einen Verzweigungspunct überschreitet. 

Dieses Verhalten der Verzweigungspuncte röhrt wesentlich 
von dem Umstände her, dass s^ — s* in der Nähe eines solchen 
Puncts mit j/x — x" proportional wird* Nimmt man statt eines 
Verzweigungspuncte, welcher einem Berühr uiigspuncte entsprich! 
(§ 3), einen Punct, weicher einem Doppelpuncte der Cur« 
F{$x> #)=0 entspricht, 90 wird in der Nähe eines solchen s^— *j 
mit x—x° selbst proportional, und die soeben dargelegte cha- 
rakteristische Eigenschaft des Verzweigungspuncls geht verloren. 
Daher werden wir solche Puncte nicht zu den Verzwelgungs- 
puneten rechnen; wohl aber die den Rück kehr puneten entspre- 
chenden, in denen s x — *£ mit ]/x — x* proportional wird. Da 
die Anzahl der Berühr ungspunete n[n — 1) — 2d — 3r ist, so wird 
also die Zahl der Verzweigungspuncte 

w=n{n— 1) — 2d— 2r=2p + 2(n— 1). 

Der Weg nach einem Verzweigungspuncte hin, in kleinen! 
Kreise um diesen herum und wieder zurück, soll der Kürze 
wegen eine Schi ei Te genannt werden. Jede Schleife verbinde* 
zwei bestimmte, dem Puncte angehörige Wurzeln mit einander. 



§ 23. Cyclen und Umgänge, 

Die Gleichung F[s^ a;)=Ü ist als Gleichung für s^ not- 
wendig irreductibel, wenn nicht die ganze Curve in Theile zer- 
fallen soll. Daher kann man den Satz aussprechen: 

Die Lage des ganz willkürlichen Punetes darf 
man immer so gewählt voraussetzen, dass man durch 
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eine passende Reihe von Schleifen, von jedem beliebig 
vorausbestimmten, in stattfindenden Werthe von s x 
zu jedem beliebigen andern vorausbestimmten ge- 
langen kann. 

Wäre dies nämlich nicht der Fall, so müsste es einen Cyclus 
von Wurzeln sj a \ sj& . . . geben, welche nur immer in einander 
übergingen, welche Schleifen man auch durchläuft. Eine jede 
symmetrische Function von s<£>, sty . . . würde also, indem man 
sie über einen beliebigen Weg hin, oder über die Schleifen, in 
welche er zusammengezogen werden kann, continuirlich sich än- 
dern Hesse, in jedem beliebig gewählten Puncte immer den- 
selben Werth haben, wurde also überall in der Ebene XY nur 
einen einzigen Werth besitzen, und demnach eine rationale Func- 
tion von x sein*). Man könnte also eine Gleichung aufstellen, 
deren Coefficienten rationale Functionen von x wären, und deren 
Wurzeln nur gewisse der n Wurzeln s x wären; diese Gleichung 
müsste also ein Factor von F(s a . f x) sein, was ausgeschlossen ist. 

Heben wir also irgend einen Verzweigungspunct heraus, 
welcher etwa den Wurzeln s^\ s& zugeordnet ist, so wird es 
immer eine Wurzel sW geben, welche entweder mit sW oder mit 
*<*> durch eine Schleife zusammenhängt, sodann eine Wurzel s (4) , 
welche mit s^\ s^ oder s® zusammenhängt u. s. w. Wir wählen 
n — 1 Verzweigungspuncte als Fundamentalpuncte erster 
Art, welche die Eigenschaft haben, dass einer etwa von *W zu 
$W, der zweite von sM oder sW zu s^, der dritte von sW, s (2) 
oder s®) zu $W führt u. s. w. Jeder andere Verzweigungspunct 
bildet mit einigen von diesen einen Cyclus, insofern die Schleife 
jedes andern Verzweigungspuncts, welche etwa von s®' nach 
$W führt, mit passend gewählten Schleifen der Fundamental- 
puncte, und zwar nur auf eine Art, so verbunden werden kann, 
dass man den ganzen so gebildeten Weg durchlaufend zu dem 
Ausgangswerthe von s zurückkommt. Um dies deutlich zu machen, 
combiniren wir die Fundamentalschleifen zunächst zu solchen 
Wegen W %t W z ..W nt dass W t von s* l > nach s®\ W z von sM nach 
s (3 > führt u. s. w. ; die von s® nach sW führende Schleife bildet 
dann mit W. und W k einen Cyclus, wobei der etwa dem s& 
entsprechende Weg JV i auszulassen ist. — Aus den Fundamen- 



*) Briot et Bouquet, Theorie des fonet. doubl, pe'riod. 

6* 
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§ 23. 



talpunctcn erster Art selbst lässt sich offenbar nie ein Cyclus 
zusammensetzen. Jeder beliebige Cyclus aber lässt sich in solche 
Cyclen auflösen , welche nur einen andern Verzweigungspunct 
enthalten. Denn indem man jede Schleife des gegebenen Cyclus, 
Fundamentalschleifen ausgenommen, durch Zu fugung von Funda- 
mentalschleifen zu solchen einfachen Cyclen ergänzt, erhält man 
den gegebenen Cyclus gleich der Summe der neuen, vermehrt 
oder vermindert um gewisse Fundmncntalschlcifen* Das Aggregat 
dieser müsste also auch einen Cyclus bilden , was nie geschehen 
kann, und daher müssen diese Fundamentaipuncte geradezu weg- 
fallen, indem die Schleife jedes derselben in positivem und nega- . 
tivem Sinn auftritt; so dass der gegebene Cyclus gleich einer 
Summe einfacher Cyclen wird» 

Unter den Cyclen giebt es einige vorzugsweise ausgezeich- 
nete. Es sind die, welche aus vollständigen Umgängen 
entsteht». Unter einem vollständigen Umgange verstehen wir 
einen Weg, welcher alle Schleifen der Reihe nach umfasst; und 
zwar denken wir uns die Schleifen dabei so geordnet, wie die 
Tangenten der vom Puncte gezogenen Wege in selbst 3W 
einander folgen, wenn man sich in einem kleinen Kreise mn | 
bewegt. Der ganze Weg eines Umgangs lässt sich dann durchs 
Unendliche ohne Uebcrsehreilung eines Verzweigungspuncts auf 
den Punct zusammenziehen, woraus folgt, dass jeder Umgang 
zu dem Ausgangswerthe von i Ä zurückführt Es giebt also n ge- 
trennte Umgänge, deren jeder mit einem der in stattfindenden 
W'erthe von * Ä beginnt und mit demselben endigt. In einem sol- 
chen Umgänge sind einige Vcrzweigungspuncle wesentlich, 
d. b. sie fuhren von einer Wurzel zu einer andern, andere un- 
wesentlich. In zwei verschiedenen Umgängen kann dieselbe 
Schleife nicht mit denselben Wurzelwerthen durchlaufen werder*^ 
weil sonst alle vorhergehenden und folgenden Schleifen, und afe« 
auch die ganzen Umgänge, übereinstimmen müssten. Daher karm* 
jeder Verzweigungspunct nur in zwei Umgängen wesentlich seü 
indem er in dem einen von einem seiner zugeordneten Wurzel 
sW nach der andern s^ führt, in dem andern Umgange ab< 
umgekehrt von s<*> nach s^. Die Cyclen der n Umgänge best-« 
hen also aus den Schleifen der wesentlichen Verzweigungspunct 
derselben, und man kann jeden Umgang durch eine Summe v^r 
einfachen Cyclen ersetzen. Da sich der ganze Umgang dur ^ 
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stetige Aenderung auf einen Punct reduciren lässt, und damit 
sein Effect identisch Null wird, so kann man auch sagen, dass 
einer dieser einfachen Cyclen durch die übrigen desselben Um- 
gangs ausgedrückt werden kann. So könnte es scheinen, als 
könne man n Cyclen, die in verschiedenen Umgängen vorkommen, 
durch die übrigen ausdrücken; in der That ist dies nur mit 
n — 1 derselben der Fall. Nämlich der Weg, welcher aus allen 
Umgängen besteht, enthält jede Schleife zweimal wesentlich, und 
zwar einmal von s® zu sW, das andre Mal von #> zu s® füh- 
rend. Die verschiedenen Schleifen dieses Gesammtumgangs zer- 
stören einander daher geradezu, ohne dass man die Verschiebung 
des Weges zu Hülfe zu nehmen braucht. Daher ist der letzte 
Umgang nichts anderes, als eine Combination der frühern, und 
kann daher auch zu keiner neuen Relation zwischen den Cyclen 
Veranlassung geben. Da wir nun 2p + n — 1 einfache Cyclen 
hatten, und zwischen denselben n — 1 Relationen bestehen, so 
haben wir den Satz: 

Es giebt 2p von einander unabhängige einfache 
Cyclen. 

§ 24. Beciprocität .zwischen zwei Classen von Umgängen 
und zwischen zwei Classen von Fundamentalpuncten. 

Zwischen den n Umgängen einerseits und den n im Puncte 
stattfindenden Werthen von s x andrerseits findet nun eine merk- 
würdige Reciprocität statt, welche man, wie folgt, darstellen kann. 

Verbinden wir die Verzweigungspuncte in der oben angege- 
benen Reihenfolge durch eine gebrochene Linie, welche bei dem 
ersten beginnt und bei dem letzten aufhört. Die nach den ver- 
schiedenen Verzweigungspuncten gezogenen Schleifen a i9 a 2 ..a w 
liegen dann sämmtlich auf derselben Seite dieser gebrochenen 
Linie. Beschreiben wir nun ferner solche Wege A l9 Ä t . . . A Wi 
welche von ausgehend immer nur den einen, durch den Index 
angezeigten Verzweigungspunct ausschliessen, alle übrigen aber 
umfassen. Ein solcher Weg ist immer zwei Umgängen zugeordnet, 
den beiden nämlich, in denen der ausgeschlossene Verzweigungs- 
punct als wesentlicher auftritt. Verbindet nämlich die dem Ver- 
zweigungspunct angehörende Schleife die Wurzeln s® und s ik \ 
und ist der Punct ein wesentlicher für die mit sW und sW be- 
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ginnenden Umgänge; so führt zunächst der betreffende Weg A f 
wenn er nicht mit einer der Wurzeln s< fl >, $W begonnen wird, 
immer zu der Ausgangswurzel zurück» indem der ausgeschlossene 
Verzweigungspuuct hier gleichgültig wird, und der Weg Ä also 
durch einen vollständigen Umgang ersetzt werden kann. Beginnt 
man aber den Weg A mit der Wurzel $ (a K so stimmt bis zu der 
ausgeschlossenen Schleife alles genau mit dem « tei1 Unigange 
überein, bis zu der Stelle also, bei welcher durch jene Schleife 
*W in s ( ** übergeführt werden müsste. Statt dessen gebt man 
mit ä e "> zur nächsten Schleuse weiter, verhält sieh also so, wie 
im £ letl Umgänge, bei welchem umgekehrt die ausgeschlossene 
Schleife mit. |M geendigt hätte. Der Weg Ä besiebt also, wenn 
mit s<°) begonnen wird, aus dem Anfange des & ten und dem Ende 
des ß itm Umgangs; und ebenso, wenn mit sffl begonnen wif4, 
mit dem Anfange des J3 ten und dem Ende des a leri Umgangs. 

Dieser Weg A ist also den Umgängen « und ß zugeordnet, 
wie die dem Verzweig uiigspimct entsprechende Schleife den Wur- 
zeln i und h\ Nun kann man aber den Weg A durch stetig« 
Veränderung in eine Schleife überführen, welche sich ähnlich 
wie die Schleife « verhält, aber auf der andern Seite der gc 
brochenen Linie liegt Das System der neuen Schleifen, 
ist also dem System d*;r ursprünglichen Schleifen a 
ganz analog; und zwar sind beide einander in Bezug 
auf die* gebrochene Linie conjugirt, in der Weise, 
dass die Schleife des einen Systems die W'urzeln s^\ 
s iß) verbindet, in deren entsprechenden Umgängen die 
entsprechende Schleife des andern Systems wesent- 
lich Ist, und umgekehrt. 

Dem oben ausgesprochenen Satze, dass man durch die 
Schleifen erster Art von jeder Wurzel » f zu jeder andern 
gelangen könne, entspricht also der Satz, dass man durch die> 
Schleifen zweiter Art aus jedem Umgänge in jeden andern gt>~ 
langen könne, also auch durch Schleifen erster Art, da jc<J* 
Schleife einer Art sich durch Schleifen der andern Art darstell €3 1 
lässt Den Fundamentalpnncten erster Art entsprechen also au *^ 
n — 1 Fundamentalpuncte zweiter Art, welche zu dt^* 
zweiten Schleifensystem in derselben Beziehung stehen, wie je- *^ 
zum ersten und welche also zu diesem die Beziehung bab^ 3 



§ 24. Periodicität. 87 

dass die ihnen angehörigen Verzweigungspuncte alle Umgänge 
des ersten Systems unter einander verbinden. 

Man kann aber ferner den merkwürdigen Satz beweisen, 
dass die beidenReihen von Fundamentalpuncten immer 
so gewählt werden können, dass kein Fundamental- 
punct einer Art zugleich der andern Art angehört. 
Dies zeigt man auf folgende Weise. 

In einem Umgänge, in welchem der erste Fundamentalpunct 
erster Art vorkommt, ist, da die Puncte des Umgangs einen 
Cyclus bilden, also nicht lauter Fundamentalpuncte erster Art 
sein können, wenigstens noch ein andrer wesentlicher Ver- 
zweigungspunct vorhanden. Wir wählen ihn zum ersten Funda- 
mentalpunct der zweiten Art. Dieser Punct verbindet den ersten 
Umgang mit einem zweiten. Nun beweist man zweitens, dass 
es im ersten und zweiten Umgange zusammen wenigstens einen 
Punct geben muss, welcher kein Fundamentalpunct erster Art 
ist, und welcher nur in einem der beiden Umgänge vorkommt. 
Dieser Punct als zweiter Fundamentalpunct zweiter Art verbindet 
die ersten beiden Umgänge mit einem dritten. Sodann zeigt 
man drittens, dass in allen drei Umgängen zusammen wenigstens 
ein Punct vorkommt, welcher nur einmal auftritt und kein Fun- 
damentalpunct erster Art ist. Dieser Punct als dritter Funda- 
mentalpunct zweiter Art verbindet die drei ersten Umgänge mit 
einem vierten. Indem man so fortfährt, gelangt man zu einem 
vollständigen System von Fundamentalpuncten zweiter Art, wel- 
ches mit dem ersten System keinen Punct gemein hat. Und 
zwar ist dabei nur folgender Hülfssatz zu beweisen: 

Wenn /Umgänge durch Fundamentalpuncte zwei- 
ter Art bereits verbunden sind, so giebt es in ihnen 
ausser Fundamentalpuncten erster Art wenigstens 
noch einen Punct, der nur in einem dieser Umgänge 
vorkommt. 

Der Beweis dieses Satzes ist sehr einfach. Nehmen wir 
eine symmetrische Function der Wurzeln s^\ sW . . «(*), mit 
denen diese i Umgänge beginnen, und lassen wir die s sich stetig 
ändern, während wir um alle Verzweigungspuncte gehen. Wir 
gelangen nach Beschreibung des Umgangs zu den ursprünglichen 
Werthen der s, also auch zu dem Functionswerth zurück. Für 
diesen Umgang aber und diese symmetrische Function sind alle 
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in zweien der t Umgänge als wesentlich vorkommenden Ver- 
zweigungspuncte unwesentlich, da sie nur gleichzeitig s^ k) in s {h \ 
S W in *(*> überfuhren, also die symmetrische Function nicht 
ändern. Der für die symmetrische Function gebildete Umgang 
muss aber* wesentliche Verzweigungspuncte besitzen, weil die 
Function sonst rational wäre, was dem Frühern widerspricht. Es 
muss also in den /Umgängen einzeln auftretende Verzweigungs- 
puncte geben. Aber dieselben bilden nothwendig eine Reihe von 
Cyclen*). Da nun Fundamentalpuncte erster Art keinen Cyclus 
bilden können, so muss es wenigstens noch einen andern Punct 
unter diesem Reste geben, was zu beweisen war. 

§ 25. Integration auf verschiedenen Wegen. Periodici- 
tätsmoduln der Integrale erster Gattung. 

Wir wollen jetzt die oben bezüglich der continuirlichen Aen- 
derung der Function s x betrachteten Wege als IntegrationswegB 



*) Man kann nämlich folgende Sätze aussprechen: 

Zwei cyclische Wege, in denen ein Verzweigüngspunct 
gemeinsam ist, dessen Schleife in beiden entgegengesetzt 
durchlaufen wird, lassen sich zu einem cyclischen Wege 
vereinigen, in denen jener doppelte Verzweigüngspunct 
fortgefallen ist. 

Ein cyclischer Weg, in dem ein Verzweigüngspunct dop- . 
pelt vorkommt, so dass seine Schleife beidemal entgegen- i 
gesetzt durchlaufen wird, lässt sich in zwei cyclische Wege ! 
theilen, in denen jene Schleife nicht mehr vorkommt. 

Mit Hülfe dieser beiden Sätze kann man offenbar immer eine be- 
liebige Zahl von Umgängen auf Cyclen reduciren, aus denen die den 
Umgängen gemeinsamen Verzweigungspuncte ausgefallen sind. 

Den ersten Satz beweist man folgendermassen. Der erste Weg 
führe von s^ a ' irgendwie zu s^ , womit die gemeinsame Schleife be- 
ginnt, und nach Durchlaufung derselben von s* ' nach s* a ' zurück. D© r 
andre führe von s^ nach »' ', und nach Durchlaufung der gemei" 3 -"" 
samen Schleife von 8^' nach s^ zurück. Der vereinigte Weg, t>^ : 
welchem jene Schleife ausfällt, geht dann wie der erste von s^ üb^ 
s* a ' nach s* 1 ', und von dort an den zweiten anknüpfend von s* 1 ' über s 
nach s^ zurück. 

Ebenso führe im zweiten Satze der Weg von s* a > irgendwie n^-^ 5 
* w , nach Durchlaufung der Schleife von s (Ä) über s ( ^ nach * w , u*** 
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eines Integrals erster Gattung untersuchen. Ein solches ist voll- 
ständig bestimmt, wenn die Anfangs- und Endwerthe von s^ und 
x nebst dem Wege sich angegeben finden, auf welchem man von 
dem einen Werthsysteme zu dem andern gelangt. Als Anfangs- 
werth von x können wir immer denjenigen betrachten, welcher 
dem Puncte zukommt, und als Anfangswerth von s x einen der 
zugehörigen Werthe dieser Grösse. Zwei Integrationswege, die 
durch das Endliche oder Unendliche ohne Ueberschreitung eines 
Verzweigungspuncts in einander überführbar sind, liefern immer 
dasselbe Resultat als Werth des Integrals. Wenn sie aber Ver- 
zweigungspuncte einschliessen, und zwar weder alle noch keinen, 
so dass eine directe Ueberführung eines Integrationsweges in den 
andern nicht möglich ist, so hat man im Allgemeinen zwei ver- 
schiedene Werthe des Integrals vor sich, obgleich die Werthpaare 
x, s x für die obern und untern Grenzen dieselben sind. Man 
kann dann statt des zweiten Integrationsweges den ersten setzen, 
vermehrt um eine geschlossene Curve, welche den zweiten Inte- 
grationsweg in directer, den ersten in entgegengesetzter Rich- 
tung enthält; man kann also den zweiten Integrationsweg aus 
dem ersten durch Hinzufügung eines cyclischen Weges entstan- 
den denken. Nun können, wie oben gezeigt, alle cyclischen 
Wege aus 2p derselben zusammengesetzt werden, welche den 2p 
unabhängigen einfachen Cyclen entsprechen. Der allgemeinste 
Integrationsweg, welcher neue Werthe des Integrals liefern kann, 
ist also aus irgend einem entstanden zu denken, indem man die 
einfachen cyclischen Wege beliebig oft positiv oder negativ hin- 
zugefügt hat. Nennen wir also den Werth des Integrals, über 
einen cyclischen Weg ausgedehnt, einen Periodicitätsmodul 
des Integrals, so zeigt sich 'erstlich, dass jeder Periodici- 
tätsmodul durch 2p einfache Periodicitätsmoduln li- 
near mit ganzzahligen Coefficienten ausdrückbar ist, 
oder dass ein Integral erster Gattung 2p unabhängige 
Periodicitätsmoduln hat. Nennen wir ferner /das In- 



endlich nach nochmaliger Durchlaufung der Schleife von s^ nach s^ 
zurück. Der eine cyclische Weg geht dann von s^ ' über sW nach s' ' 
zurück, der andre von s® über s' a ' nach s' 1 ' zurück, wodurch die ge- 
forderte Zerlegung geleistet ist. 
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tegral auf beliebigem Wege genommen, /, I& . . 1^ 
seine Periodicitätsmoduln, so ist 

j + rnt + mVpft . . . + m to» p*) 

der allgemeinste Werth, welchen das Integral durch 
Abänderung des Integrationsweges erhalten kann, wo 
m\ mP\ ... mW positive oder negative ganze Zahlen sind. 
Die p von einander unabhängigen Integrale erster Gattung 
wollen wir, auf irgend einem gemeinsamen Wege zwischen den- 
selben Grenzen genommen, durch I v 7 2 , . . . . I p bezeichnen. 
Aendern wir dann den Integrationsweg, so ändern sich gleich- 
zeitig die Werthe aller Integrale; indem die Zahlen m, welche 
nur von der Natur des neuen Weges abhängen, für alle Integrale 
dieselben bleiben, während die Periodicitätsmoduln für jedes In- 
tegral individuelle Werthe haben. Das allgemeine Werthsystem 
der Integrale / auf irgend einem Wege ist also durch das Schema 
dargestellt : 

I, + mi; + m< 2 > Ijto . . . 4 • mW IJ*p) 

h + m'h' + "* (2) h i2) - • + m<*> J t <M 



1 P + m'I p ' + mWlpW . . . + mW I p W . 

Die Periodicitätsmoduln bilden ein System von 2p 1 Constan- 
ten, bei welchem die 2p Grössen derselben Horizontale sich auf 
dasselbe Integral und verschiedene cyclische Wege, die p Grössen 
derselben Verticale sich auf denselben cyclischen Weg und auf 
verschiedene Integrale beziehen. 

Zwischen den Grössen Ia (ä) bestehen algebraische Relationen; 
und zwar insbesondere zwischen den Grössen l£ k ) zweier Hori- 
zontalreihen bestehen Gleichungen, welche linear für die I/S k) jeder 
der beiden Reihen sind. Diese sollen jetzt entwickelt werden. 

§ 26. Relationen zwischen den Periodicitätsmoduln 
der Integrale erster Gattung.*) 

Bezeichnen wir durch I und H irgend zwei der p Integrale 
erster Gattung, und führen wir das Integral JldH über alle 



*) Die hier aufzustellenden Relationen umfassen keineswegs sämmt- 
liche existirende, sondern enthalten nur diejenigen, welche für den 
Verlauf der Theorie nothwendig sind. 
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dH 
n vollständigen Umgänge, Die zu integrirende Function / -"— 

wird nirgends unstetig und hat keine Verzweigungspuncte als die 
von F(s a;i x) = 0. Daher ist das Integral, über einen Umgang 
genommen, gleich Null, also auch das Integral, welches wir be- 
trachten. Es kommt nun darauf an, die linke Seite der Gleichung 

JldH=0 
anders darzustellen. Dieses Integral zerfällt zunächst in n Theile, 
den n Umgängen entsprechend ; jeder Theil wieder in w Theile, 
die Integrale über die einzelnen Schleifen. Zunächst sieht man 
nun leicht, das jede Schleife als ihren Antheil des Integrals den 
Werth Null giebt, sobald die Schleife in dem betreffenden Um- 
gange unwesentlich war. Denn betrachten wir den Hin- und 
Rückweg, welchen wir bei einer solchen Schleife zwischen und 
dem Verzweigungspuncte machen müssen, so sehen wir, dass an 
derselben Stelle I beidemal den gleichen, dH aber den entgegen- 
gesetzten Werth besitzt. Die Elemente des Hin- und Rückwegs 
heben einander also genau auf. Es bleiben daher nur die wesent- 
lichen Schleifen der Umgänge zu betrachten, so dass jede Schleife 
nur zweimal zu berücksichtigen ist. Und zwar werden beide 
Male dieselben Werthe von s x und x nur in entgegengesetzter 
Reihenfolge durchlaufen, da die Schleife einmal von s& nach sl k \ 
das andere Mal von sW nach s® führt. Vergleichen wir also 
wieder zwei Elemente solcher derselben Schleife entsprechenden 
Integrale, für welche s x und x dieselben Werthe besitzen, so hat 
dH für beide gleiche und entgegengesetzte Werthe; bezeichnen 
wir also durch I und / die beiden Werthe von I, so ist das 
Element unseres Integrals 

(/— T)dH. 

Nun ist / das Integral, genommen vom Anfang des ersten Um- 
gangs, in welchem der betrachtete Verzweigungspunct wesentlich 
ist, und zwar zunächst bis zu dem Werthe s®, mit welchem die 
Schleife des Verzweigungspuncts beginnt, sodann aber von dort 
bis zu dem variabeln Puncte der Schleife. Ebenso ist / das 
Integral, genommen von dem Anfang des zweiten Umgangs, in 
welchem der Verzweigungspunct wesentlich ist, und zwar zunächst 
bis sM, womit die Schleife in diesem Umgange beginnt, sodann 
aber weiter bis zu dem variabeln Punct. Statt — i kann man 
also den Rest dieses Umgangs setzen, d. h. zunächst das Integral 
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von dem variabelo Puncte bis zum Werthe s®, mit dem die 
Schleife in diesem Umgange endigt, sodann aber von dort weiter 
bis zum Ende des Umgangs. Es wird also I — /, indem sich 
die Integrale von dem variabeln Puncte bis zu s® auflieben, ein 
Integral über einen Weg, welcher alle Verzweigungspuncte bis 
auf den betrachteten einschliesst; ein Weg, den wir im vorigen 
§ in eine Schleife zweiter Art übergeführt haben. 

Bezeichnen wir also die Werthe des Integrals I, geführt 
über die Schleifen, so dass man dabei von einer Wurzel s mit 
kleinerm Index zu einer Wurzel s mit grösserm Index gelangt, 
durch a l9 a 2 ... a Wi die entsprechenden Werthe über die Schlei- 
fen zweiter Art geführt durch A t , A t . . . A Wf so dass, wenn man 
Ai, wie oben geschah, durch die a ausdruckt, der Weg von A 
mit demjenigen Umgange beginnt, in welchem die Schleife +«,- 
vorkommt. Dann wird das oben untersuchte Element der i* 

Schleife 

(1— r)dH=AidH; 

also der von dieser Schleife herrührende Antheil des Integrab 
wird AifdH, und wenn man die für H genommenen Integrale» 
welche den a if A{ entsprechen, durch &,, B t bezeichnet, wW 
dieser Antheil A t bi. Die obige Gleichung geht also in folgende 
über: 

(1) . . . Afi x + A 2 b 2 + . . .A n b w =0. 

Bemerken wir dabei, dass wir diese Gleichung auch in der 
Form schreiben können: 

(2) . . . B.a, + B t a t + . . . B w a w —0. 

Denn addiren wir beide Gleichungen und gehen auf ihre Ab- , 
leitung zurück, so haben wir 

2{Aibi+ Bia t )=j{IdH + Hdt). 

Die rechte Seite dieses Ausdrucks unbestimmt integrirt giebt 
ff.I; und da H sowohl als / am Anfange und am Ende jedes 
Umgangs denselben Werth besitzen, so verschwindet das Integral 
rechts über jeden einzelnen Umgang, also auch über alle Um- 
gänge zusammen genommen. Man sieht also, dass man die Aus* 
drücke (1), (2) in einander muss überführen können, mit alleiniger 
Anwendung der linearen zwischen den a, den b, den A, und 
den B entstehenden Relationen, welche aussagen, dass das Inte- 
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gral I oder H, über alle Schleifen desselben Umgangs ausge- 
dehnt, den Werth Null giebt. 

Die Gleichungen (1), (2) bestehen zwischen den über die ein- 
zelnen Schleifen ausgedehnten Integralen. Man kann sie so ver- 
wandeln, dass sie nur Integrale, welche über cyclische Wege 
ausgedehnt sind, also Periodicitätsmoduln enthalten. Dies gelingt 
durch drei auf einander folgende Transformationen. 

Statt der Grössen b t , b 2 ... wollen wir zunächst die den 
betreffenden Verzweigungspuncten entsprechenden, über die ein- 
fachen cyclischen Wege ausgedehnten Integrale (fy), (b 2 ) . . . ein- 
führen. Bilden wir als Coinbination der Integrale über Funda- 
mentalschleifen erster Art uns zunächst w — 1 Grössen f 2 , f 3 ...f m 
deren Wege beziehungsweise von s^ nach s< 2 >, von s^ nach sW, 
. . . von sM nach s("— *) führen (vgl. § 23) , so ist , wenn b< von 
S[a) zu sffl führt, das über den entsprechenden einfachen cycli- 
schen Weg genommene Integral (Periodicitätsmodul): 

(bt) = bi + f a —fß\ 

wobei immer /*, durch Null zu ersetzen ist. 
Setzen wir nun also in (1) 

bi=(bi)—fa + fß, 

so wird auf der linken Seite von (1) jede Grösse f a multiplicirt 
mit allen denjenigen A, für deren Verzweigungspunct s^ eine der 
zugeordneten Wurzeln ist, und zwar ist das betreffende A negativ, 
wenn die positive Schleife erster Art des Verzweigungspuncts mit 
s^ a) beginnt, positiv im entgegengesetzten Falle. Es bilden also 
die diesen A zugehörigen Schleifen zweiter Art einen vollstän- 
digen Umgangzweiter Art, oder ihre Summe verschwindet. Somit 
erhält man die Transformation 

(3) . . . 2Ailn=£J4Pi). 
Die Summe links enthält n — 1 Glieder weniger als die Summe 
rechts; denn alle diejenigen (b t ) verschwinden identisch, welche 
den Fundamentalpuncten erster Art selbst zugehören. 

Ganz ähnlich besitzen die zwischen den a oder b bestehen- 
den linearen Gleichungen, welche aussagen, dass ein Integral, über 
einen Umgang geführt, verschwindet, die Eigenschaft, dass man 
darin die a oder b durch die (a), (b) ersetzen kann. Dies folgt 
schon aus dem in § 23 gegebenen Beweis, dass man in einem 
Umgange die Fundamentalpuncte erster Art auslassen, die andern 
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Puncte aber durch die entsprechenden einfachen Cycien erst 
Arl ersetzen kann. 

Denken wir uns nun, um die zweite Transformation auszn 
fuhren, die Grössen A als lineare Functionen der a ausgedrück 
wie die Wege der A ursprünglich aus Schleifen erster Art 2« 
sa mm engesetzt wurden. Setzen wir in diesen Ausdrücken st 
der die entsprechenden Perioden (a) s so mögen die Ä in Au 
drücke (A) übergehen. Bezeichnen wir die Combinaüonen der 
welche den oben durch f bezeichneten Combinationen der b ent 
sprechen, durch g, und beginnt der Umgang Ai mit * {ß * un 
endigt mit sffl t so ist 

(A i )=A t + g a — g (i . 
Setzen wir also in der rechten Seite der Gleichung (3) 

Ai=(Ai)— g ä + gp, 

so wird darin g a mit allen denjenigen (b t ) multiplicirt, deren Ve 
zweigungspunete dem a iQn Um gange angehören; und zwar negi 
tiv, wenn die het reffende Schleife erster Art in demselben positi 
auftritt, und positiv, wenn das Gegentheil stattfindet Da 
bilden alle mit g a inultiplicirtcn (fc,) einen vollständigen Umgaag 
ihre algebraische Summe verschwindet nach dem Vorigen, ud 
man hat: 

(4) . . . ^^=^) (&,-). 

Wir können nun drittens den Ausdruck (4) dadurch trans- 
formiren, dass wir mit Hülfe der zwischen den (&,-) staUfindeiHleü 
Bedingimgsgleichungeu n— 1 dieser Grössen eliminiren* Nach 
i\er Theorie, welche wir oben über die Fundamentalpuncte zwei- 
ter Art aufgestellt haben, lassen sieh die diesen entsprechende 
Grössen (&,) aus den linearen Bediugungsgleichungen immer be- 
stimmen. Denn in jedem folgenden Unigange war wenigstens 
ein neuer Fundamentalpimcl zweiler Art enthalten , also aucl 
eine neue Grösse (&,-), welche den Coefficienten + 1 besitzt, un* 
sich also als lineare Function der übrigen (&,) mit ganzzahligt 1 » 
Coefficienten darstellt. Denken wir uns diese Bestimmungen auf- 
geführt, so hat man endlich. 

(5) . . . £Afa=2(4iliH 
wo die Summe sich nur nocli über 2p Verzweigungspuncte er- 
streckt, welche weder Fundamentalpuncte erster noch zweite* 
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Art sind. Die 2p Grössen (&,) sind jetzt keiner linearen Rela- 
tion mehr unterworfen, da die Bedingungsgleichungen zur Elimi- 
nation der n — 1 übrigen (bi) verwandt wurden. Die Grössen 
[Ai] sind genauer zu untersuchen und zu characterisiren. 

§ 27. Form der gefundenen Relation und Eigenschaften 
ihrer ganzzahligen Coefncienten. 

Bilden wir uns aus den n — 1 Perioden (Ai), welche den 
n—1 Fundamentalpuncten zweiter Art entsprechen, solche Com- 
binationen h t , h 3 ... h», dass die entsprechend aus den A { zu- 
sammengesetzten Wege aus dem ersten Umgange beziehungsweise 
in den zweiten, dritten etc. führen. Gehört dann der fl e Ver- 
zweigungspunct dem a ten Umgang mit positiv durchlaufener Schleife, 
dem ß 1 * 11 mit negativ durchlaufener an, so ist 

[Ai] = (A t )+h a ~hß 9 
wobei h t immer durch Null zu ersetzen ist. In der Thal, näm- 
lich, wenn man hieraus 

(Ai) = [Ai]—h a + hß 

in die rechte Seite der Gleichung (4) einsetzt, geschieht Folgendes. 
Die den Fundamentalpuncten erster Art zugehörigen {A t ) kommen 
in jenem Ausdrucke überhaupt nicht vor. Die [Ai], welche den 
Fundamentalpuncten zweiter Art entsprechen, verschwinden iden- 
tisch, weil die Combination h a — hß sich dann nothwendig auf 
~-(Aj) reducirt, da Fundamentalpuncte zweiter Art nie einen 
Cyclus zweiter Art erzeugen können. Endlich verschwindet auch 
alles, was mit den h a , hß multiplicirt ist. Denn es wird h a mit 
aBen denjenigen (b,) multiplicirt, deren Verzweigungspuncte auf 
dem « ten Umgange liegen, und zwar negativ, wenn auf diesem 
Ifagange die Schleife des Puncts positiv vorkommt, positiv, wenn 
*8 Entgegengesetzte eintritt. Der Coefficient von h a ist also 
# e! *au einer der Ausdrücke, welche wegen der linearen Be- 
"togungsgleichungen verschwinden. Man kommt also auf die 
*°**m (5) zurück, und die neue Definition der [Ai] muss also 
mit der dort gegebenen übereinstimmen, da zwischen den übrig 
*> e Miebenen (bi) keine Relationen mehr auftreten. 

Die Grössen [Ai] sind Periodicitätsmoduln von solcher Art, 
*&s die bei ihrer Bildung benutzten Verzweigungspuncte nicht 
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Mos Cyclen erster Art. sondern auch Cyclen zweiter Art bilden, 
d. h. solche, welche in Rücksicht auf die Schleifen zweiler Art 
gebildet sind, oder welche in stetiger Folge immer einen Umgang 
erster Art mit dem andern verbinden, zuletzt aber zu dem an- 
fangs benutzten Umgänge zurückkehren, so wie die Cyclen erster 
Art stetig Ton einer Wurzel zur andern und endlich zu der an- 
fanglich benutzten zurückführen. 

Die Grössen J, erschienen bei ihrer Bildung als lineare 
Functionen der a, mit ganzzahligen Coefficienten. Da nun die 
den Fundamentalpuncten zweiter Art entsprechenden («,-■ durch 
die 2p übrigen in derselben Weise ausgedrückt werden können, 
so hat man schliesslich die 4, . und also auch die aus diesen 
zusammengesetzten [Af± als lineare Functionen der letztern 2p 
Grössen (n,-). Setzt man also 

[Ai] = Cn <t t + c ß a t - . . + a. + p a* p 
indem wir jetzt der Bequemlichkeit wegen die Indices 1, 2.. 2p 
für die übriggebliebenen Verzweigungspuncte anwenden), so ist 
die zwischen den a , (b bestehende Bedingung: 

1. k=2p 

6 ; . . . Z Cik b> a k =0. 
t.*=i 

Von den ganzzabligen Coefficienten c,a dieser für das Folgende 
fundamentalen Gleichung, werden wir jetzt zwei Haupteigen- 
schaften beweisen. 

Da die Gleichung 

ZAfii+ZBißi^O 
mit Hülfe der zwischen den a allein und zwischen den b allein 
bestehenden Gleichungen zu einer identischen wurde, so muss 
die aus der Anwendung der obigen Transformation beider Theile 
hervorgehende Gleichung 

Z{^A%b i: + Z[B k \,a kl =0, 
in welcher zwischen den a, , b, keine solchen Relationen mehr 
gelten, eine vollkommen identische sein. Man hat nun auch 

[#*] = c kx 6J + c& 6 2 ) . . . + c ky 2 p b 2p \ 
und die obige Identität geht also über in: 

Zc ik bij (a k . + Zc ki \fii) [a k )=0, 

was sich in die p ' F~*~ Gleichungen 
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Cik + Cki=0 
auflöst. Alle Producte («,-)(&,•) verscbwinden daher aus dem Aus- 
druck (6), und die Coefficienten von («,)(&*) und (bi)(au) sind 
gleich und entgegengesetzt. Die Coefficienten c ik bilden 
also eine überscblagene Determinante. 

Schon hieraus folgt, dass die Determinante der c das Qua- 
drat einer ganzen Zahl sein muss, da jede überschlagene Deter- 
minante gerader Ordnung das Quadrat eines aus ihren Elementen 
rational gebildeten Ausdrucks ist. Aber es lässt sieb weiter der 
wichtige Satz beweisen: 

Die Determinante der c ist gleich 1. 

Dieser Satz, welcher gewissermassen der Angelpunct dieser 
Theorie ist, lässt sich folgendermassen beweisen. 

Die [Ai] lassen sich als lineare Functionen der 2p übrig 
gebliebenen (<*,) mit ganzzahligen Coefficienten darstellen. Der 
Werth der ganzzahligen Determinante der c sei C. Kann man 
nun auch analog die (a,) als ganzzahlige lineare Functionen der 
[Af\ darstellen, und ist die Determinante der letztern Ausdrücke 
r, so sind C, r adjungirte Determinanten, also C . r==l, daher 
C=r= + 1. Und da C nothwendig positiv ist, so wird C=l, 
was zu beweisen war. 

Um nun die 2p Grössen («;, welche keinen Fundamental- 
puneten entsprechen, durch die 2p zugehörigen \_Ä\ auszudrücken, 
betrachten vur folgende Reihenfolge von Gleichungen: 



I. 

Die A werden durch die a aus- 
gedrückt, indem man Umgänge 
erster Art bildet, welche nur je 
einen Verzweigungspuuct aus- 
schliefen. 

III. 
Durch Beschreibung vollständiger 
Umgänge erster Art bildet man 
Gleichungen zwischen den a. 

V. 

Aus den a bildet man die (a) 
durch Hinzu fügung von a, welche 



II. 

Die a werden durch die A aus- 
gedrückt, indem man Umgänge 
zweiter Art bildet, welche nur 
je einen Verzweigungspunct aus- 
schliessen. 

IV. 

Durch Beschreibung vollständiger 
Umgänge zweiter Art bildet man 
Gleichungen zwischen den A. 

VI. 

Man bildet aus den A die (A), 
indem man die A aus I. ent- 



Clcbsch u. Gordan, Theor. d. Abel'sehfii Kunet. 
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den Fundamentalpuncten erster nimmt und in diesen Ausdrücken 

Art entsprechen. Dabei vor- die a zu a ergänzt. Von den 

schwinden die den letztern zu- A verschwindet im Allgemeinen 

gehörigen a . keines. 

VII. VIII. 

Die Gleichungen I. haben also Die Gleichungen II. bestehen 
fort zu bestehen, wenn man die ebenfalls noch, wenn die a, Ä 
a , A darin durch die a , A durch die a , A ersetzt werden, 
ersetzt. Denn bliebe von den <z, welche 

den Fundamentalpuncten erster 
Art entsprechen, eine Spur zu- 
i rück, so müssten Integrale über 
nicht cyclische Wege allgemein 
auf cyclische zurückkommen, was 
nicht möglich ist. 

ix. ; x. 

Dasselbe gilt von den Bedingungen III. IV. 

XI. XII. 

Aus den 'A bildet man die [A], Aus den a bildet man die [a], 
indem man A hinzufügt, welche indem man letztere dadurch defi- 
den Fundamentalpuncten zweiter nirt, dass die Gleichungen Vlfl. 
Art entsprechen. auch für die [a], [A] zu beste- 

hen fortfahren sollen. 

Die Grösse [«J drückt sich also durch die («.) aus, vermehrt 
um diejenigen Combinationen h a , h, der den Fundamentalpuncten 
zweiter Art entsprechenden (A), welche, aus den A gebildet, den 
unvollständigen zur Bildung der a beschriebenen Umgang der A 
schliessen würden (h l durch Null ersetzt). Daher sind a, ß difc 
Indices der vollständigen Umgänge zweiter Art, in denen der 
t te Verzweigungspunct wesentlich ist, oder wegen der zwischen^ 
den beiden Schleifensystemen bestehenden Reciprocität die Indicess 
derjenigen Wurzeln, welche die t ,c Schleife erster Art mit einander^ 
verbindet. Nun sind aber einige der («J Null, nämlich diejenigerw 
welche den Fundamentalpuncten erster Art entsprechen. Daheim 
werden die ihnen zugehörigen [«,.] geradezu gleich den Differenz - 
zen der betreffenden //. Und da die entsprechenden n — 1 Grösse 
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a. 9 als Fundamentalpuncten erster Art angehörig, so combinirt 
werden können, dass sie von s { zu jedem beliebigen andern s 
führen, so kann man die n — 1 [aj ebenso combiniren, und er- 
hält dann direct eine der Grössen h a durch diese [V] ausgedrückt. 
Man kann also auch die Grössen (a t .) jetzt durch die [a f .], d. h. 
linear und ganzzahlig durch die [Ai] ausdrücken, deren Anzahl 
gleich 2p + n — 1 ist, weil die den Fundamentalpuncten zweiter 
Art entsprechenden [A^\ verschwinden. 

Nun bleiben aber die Gleichungen IV. X. offenbar noch be- 
stehen, wenn man die A, (A) durch die \_A~] ersetzt. Denn um 
von den (A) zu den [A] überzugehen, hat man nur immer die 
Differenzen der k hinzuzufügen, welche aus den A gebildet und 
den A hinzugefügt einen einfachen Cyclus zweiter Art hervor- 
rufen würden. Die Indices zweier in einer solchen Differenz 
auftretenden k geben die Wurzeln an, welche eine Schleife zwei- 
ter Art verbindet. Da also jede folgende Differenz mit dem k 
beginnt, mit welchem die vorhergehende aufhörte, und die letzte 
mit dem k schliesst, mit dem die erste begann, so heben sich 
wirklich alle k auf und es bleiben nur die Gleichungen IV. X. 
mit den [A\ geschrieben zurück. 

Wie wir aber früher bewiesen, dass sich aus den Gleichun- 
gen I. die den ersten Fundamentalpuncten entsprechenden a 
durch die übrigen ganzzahlig und linear ausdrücken lassen, so 
gilt reeiprok der Satz, dass aus den Gleichungen II. sich die den 
zweiten Fundamentalpuncten entsprechenden A durch die übrigen 
ganzzahlig und linear ausdrücken. Setzen wir also in jenen 
Gleichungen statt der A die [A], so erhalten wir die n — 1 den 
Fundamentalpuncten zweiter Art entsprechenden [Ä\ durch die 2p 
übrigen ausgedrückt. Wir können daher auch die (a t ), welche 
oben durch sämmtliche [A^\ ausgedrückt waren, durch die 2p 
letztern ganzzahlig und linear ausdrücken, was zu beweisen .war. 

§ 28. Beispiel für die Aufstellung der Relation zwischen 
den Periodicitätsmoduln der Integrale erster Gattung. 

Wir schalten hier zur Erläuterung für den Fall w = 4 und 
für 12 Verzweigungspuncte folgendes Schema ein, in welchem 
die. oben angedeuteten Operationen ausgeführt sind. 

7* 



\ff) V3M5T AI. 






Kr« SeUei&x l :srr Ars T*r-Iär» Scafesfir* 2"™" Art 1 

fiepa. »f 4c& UwgSagHL See«, sxf 4cm Vm 
*» r Art 1* Art. 



L 1—2 1—2 

2. 2—3 1—3 

3. 1—4 2—4 
4L 2—4 3—2 

5. 3-4 1—3 

6. 1—3 4—3 

7. 2—4 2—1 
& 1—2 3—1 
9. 2—3 3—4 

10. 2—4 4—2 

11. 3 — 4 3—4 

12. 3—4 4—3 

Relationen zwischen den « ans Umgängen 1** Art: 
1 0=« I +o 2 +« i — «- — « s 



L 2 = — «,+«3— « 4 +a T — « w 

3 0= — «2+« 4 ^ ««+<S+«»+«ll — fl 12 

4 = — a z +at— a 5 +« 1# — « n +« 12 - 

Rebtiooen zwischen den J aas Umgängen 2*«* Art: 

1 = ^,+^+^+^ 

2, = — ^,+^+^+^—^+^+^ 

3 = — ^+^—^—^+^+^ 

4 = —A 3 —A A —A^—A 1 — A^—A n —A lv 

Ausdrucke der A durch die a: 

A l =a z —a 4 +a^ — a l0 
A 1 = a l +a 4 —a- — a s +a s +a 9 +a n —a n 
A z = — « 1 + fl 6 — «9+fl w — fl n +fl 12 
^ 4 = — Oj+ö 7 — a 10 
IIL ^ = a t +a 2 — a B +a^+a 9 +a n — a 12 

^6 = — «3+Ö8+ a 9+«ii — «i> 
A= — « 2 +« 4 — a h — « 6 



IV. 
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Ao == — a s+ a 6 — a d 

Ä \\ =— ö 2 + «4"-«5— ö 6+«8 + «9 + «12 

A l2 = — H+H — a $+ a u) — a n- 
Ausdrücke der a durch die A: 

«1 = A % +J i + A 1 ^8 + ^9 + ^10 

ö 2 = A l + A b A 6 ^9 + ^11+^12 

a 3 = -^ 1 A x A h A 7 A l() A u A n 
a 4 = A l ~\-A 2 A b A 7 — A l0 A n — A l2 
ö 5 = A 2 A 7 A l0 A n A {2 

a 6 = Ä \+ A $ — ^9 + ^11+^12 

a i == A 1 +A 2 +A i A i0 A n A l2 

°8 = A l+ A Z+A + A 9+ A l0 

«9 = — A i +A 2 +A i + A 1 — A^+A n +A i2 
«io = — A l +A 2 +A i +A 1 — A s +A 9 — A n — A i2 
a n == A 2 +A b Aß Aq A X2 
a l2 == A 2 -\-A h Aß A^"\-A^, 

Fundamentalpuncte l ter Art: Fundamentalpuncte 2 ler Art: 
1. 2. 3. 4. 5. 6. 

Combinationen, welche im erstell System von der Wurzel 1 zu 2, 
3, 4 fuhren: 

02 = a l 

03 = «,+« 2 
94 = «3« 

Combinationen, welche im zweiten Systeme von der Wurzel 1 zu 

2, 3, 4 führen: 

k 2 = A^-\-A h 

ki ==z A b Aß. 
Bildung der rund eingeklammerten Grössen: 

(«i)=0 (4)=4 — «4 

(a 2 ) =0 [A 2 ) = A 2 —a 1 — a 2 

(a z ) = [A z ) = A % — « 3 + a x 

y W = ö 4 — «3 + «l VI ( A i) = A * + a 2 

{"&) = "* — «3 + ö l + «2 ' (4)=4— «1— «2 

W = «6— «i— ö 2 Mö)=^6 + a 3 — ö l — Cl 1 

(a 7 )=a 7 — a 3 + «i (A 1 ) = A 1 + a i 

K) = a 8 — ö i (^ 8 )=^ 8 + ö i + < l 2 

(« 9 ) = a 9 —«2 (^9) = ^9 — ß 3 + a l + ö 2 
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(«io) = a io — a Z + a i (^io) = ^io + «3 — a l 

( a ll) = a ll — ö 3 + «1 + «2 (^ll) = ^ll — «3 + «1 + « 2 

(a 12 ) = ö 12 — ö 3 + a l+ a 2 (^12)=^12 + Ä 3 a i a V 

Bildung der eckig eingeklammerten Grössen: 

[A\-\ = (4) - (AJ - (A b ) [«,]=- (A t ) - (^) 

[A,] = (A 2 )-(A b ) [« 2 ] =(4) 

[>*,] = (A 3 ) + (4) + (A 6 ) [a 3 ] =- (A) + K) 

[0=0 !>4]=M + (4) + K) 

[41=0 [«5]=W + K) 

[4J =o K] =(««)- (4) 

[J 7 ] = [A,) + (JJ + (A b ) [> 7 ] = («,) + (4J + (A 6 ) 

[A,] = (4J + (A b ) [oj = («„) - (4) - (4) 

M = (4,) + (4) M = (s) + (4J 

Wo]= (4o) - W - W C«io] = («10) + (4) + (4i) 

[4i]=(4i) + W [«n]= («m) + (4) 

M= (4 2 ) - (A) [«12] = («12) + Mi). 

Ausdrücke der [./] durch die (a) und umgekehrt: 

M = — («4) — M + (":) + («9) — («10) + Ki) —(«12) 
M = («4) — («5) — 2(« 6 ) + K) + («9) + («11) - («12) 

[4J = («4) — («») - (««) + 2(« 8 ) + (« 9 ) + (« 10 ) 

Wo] = W — («7) — W — 2 («g) + («10) — ("t 1) + («12) 

W2] = W — («s) — 2 K) + (»10) — 2 («, 1) + («12) 
(«,) =- 2[^] + 2[iJ + 2[i,] - M + [4,] + [A l0 ] 

k) = W] - WJ + [4J - W] + M 
W=W] + W]-K] + K] 

(« 10 )=-2[^] + 2M + 8W-2W + 2W + 2[4 ] 

(«11) =-2W + 2 M - M - [4] + 2[A l0 ] + 2[A n ] + [^ J. 

(«n) = -2M + 2M-M-UJ + 2(> 10 ] + 3[^,]+ 2[A i2 }. 

Ausdrücke von (a 4 ), (a 5 ), (a c ), [^J, [^ 2 ], [^ 3 ] aus denk. 
Relationen I. IL: 

(a 4 )=(« 7 )— («,„) 

(a 5 )==(a 7 ) + (a 8 ) 

(a 6 )=(a 9 )— (a 10 ) + (« u ) — (a 12 ) 

W]= W] -M + Wo] + Wi] + WJ 

W]=-lAH-Wi] + WJ 

W] = - W] - Wo] - Wi]- W J- 
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Definitive Ausdrücke der Grössen («.), [X], welche keinen 
Fundamentalpuncten entsprechen : 

[i 7 ] =(« 10 ) 

M = — («9) + («10) — («11) + («12) 
M' = W + («10) — («n) + («12) 
D4o] =— («?) — («s) - («o) 
[^ii]=(«8) + (««) + («12) 

[^ 12 ]==— (« 8 )_ (a 9 ) — (a n ) 

W=[4J-M-Wo] 

K) =-M + M-[^ n ]-[^ 2 ] 

(«io)=[A] 

Die überschlagene Determinante der c ik ist daher 
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§ 29. Transformation der Relation. 

Die Grössen («^), welche keinen Fundamentalpuncten ent- 
sprechen, können als fundamentale Periodicitätsmoduln 
bezeichnet werden, durch welche alle andern Periodicitätsmoduln 
desselben Integrals linear und ganzzahlig sich ausdrucken. Zwi- 
schen den fundamentalen Periodicitätsmoduln je zweier verschie- 
denen Integrale erster Gattung besteht die Gleichung 
(1) . . . 2c ik (a t )(b k ) = 0, 

wo die c jedesmal wieder dieselben Zahlen bedeuten. 

Statt der Periodicitätsmoduln («•) kann man aber, um alle 
möglichen Periodicitätsmoduln linear und ganzzahlig auszudrücken, 
irgend welche 2p ganzzahlige lineare Combinationen derselben an- 
wenden, deren Determinante 1 ist. Wir können also statt der 
(a t ) die 2p neuen Periodicitätsmoduln einführen: 



104 Vierter Abschnitt. § 29. 

(2) . . . MW = a l <*)(a l ) + aW(a i )... + a 2 W(a 2p ) t (h=l,2..2p) 
und also gleichzeitig statt der (b) die 2p neuen Periodiciläts- 
moduln : 

(3) ... N^ = a^)(b t ) + a^)(b 2 ) . . .+a 2 ^)(b 2p ) f (h = l t 2 . . 2p) 
und man kann, sobald die Determinante der ganzen Zahlen a 
gleich 1 ist, alle Periodieitätsmoduln des ersten Integrals durch 
die M, alle des zweiten durch die N ausdrucken. Sind dann die 
Auflösungen der Systeme (2), (3): 

so sind die ß wiederum ganze Zahlen, deren Determinante 1 ist, 
und die Gleichung (1) verwandelt sich in 

(5) . . . 2G*> "■> MW NM = 0, 
wo 

(6) . . . &*'*»> = 2c ik ß i w ß k im) . 

Hieraus sieht man, dass erstlich immer wieder 

Qh, m) ._. (J{m y h)^ 

denn wenn man h mit m, und gleichzeitig (was irrelevant ist) t 
mit k vertauscht, so ändert die rechte Seite von (6) nur ihr 
Zeichen. Zweitens ist nach bekannten Determinanten-Sätzen die 
Determinante der C gleich der Determinante der c multiplicirl 
mit dem Quadrat der Determinante der ß, also gleich 1. Daher 
hat die Determinante der C genau die Eigenschaften, welche der 
Determinante der c zukommen. 

Hieraus folgt weiter, dass auch durch eine Reihenfolge von 
linearen Substitutionen, wo au Stelle der (a), (b) successive immer 
andere fundamentale Periodieitätsmoduln auftreten, diese Eigen- 
schaften der Coefficienten fortwährend erhalten bleiben. 

Unter den linearen Substitutionen giebt es nun solche, welche 
auf die Determinante der c dieselbe Wirkung haben, als wenn 
in derselben eine Verticalreihe, mit einem Factor multiplicirt, 
einer andern hinzugefugt wird, und zugleich dasselbe mit den 
entsprechenden Horizontalreihen geschieht. Setzen wir nämlich 

(a,) = m 
und nur für einen bestimmten Werth i=g davon abweichend 
(rt ? ) = MW + mMW (<y von (»verschieden). 
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Die Determinante der ß enthält dann in der Diagonale lauter 1, 
übrigens Nullen, bis auf eine einzige Stelle, in welcher das Ele- 
ment m erscheint. Daher hat die Determinante der ß wirklich 
den Werth 1. Die linke Seite der Gleichung (1) geht über in 

2c ik M®NM + m [M <*> £ fc c qk ffl*> + JV<«> £ ^ j|f(0J. 
Man hat also im Allgemeinen 



insbesondere aber 






[ und 

\ &°* = c aa +m (c OQ + c^) = 0. 

Die Determinante der C entsteht also aus der De- 
terminante der c, wenn man die p ,e Verticalreihe mit 
m ttultiplicirt zu der a tcn addirt, und mit den Horizon- 
tal reihen dasselbe ausführt. Diese Operation ist äqui- 
Va lent mit der linearen Transformation 
(*q) = MW + m BW , (a .) = M® \ 

** = W - »W, *»= K) f (,= lf 2 ' •' ~ UQ +1, ' ' 2p) - 

Sehen wir nun, wie wir die Determinante der c durch eine 
** e >henfolge solcher Operationen auf eine möglichst einfache Form 
bringen können. 

Da die Determinante den Werth 1 hat, so haben die Ele- 
mente einer Reihe, z. B. der ersten Horizontalreihe , keinen ge- 
meinschaftlichen Factor. Daher können wir durch passendes 
pflügen von Verticalreihen es dahin bringen, dass eine Zahl der 
® r sten Horizontalreihe 1 wird; und sofort können wir dann die 
u krigen Glieder derselben Horizontal- und Verticalreihe mit Hülfe 
dieser Glieder zerstöret). Wir können auch die 1 an jede be- 
ll ebfge Stelle der ersten Verticalreihe bringen und dann die 1 
aii ihrer frühern Stelle zerstören. Daher kann man es immer 
?° einrichten, dass die zweite Stelle der ersten Horizontalreihe 1 
1 f t » alle andern derselben Horizontalreihe und der zweiten Ver- 
lc ^lreihe aber aus Nullen bestehen ; und da wir immer die ent- 
aschenden Operationen mit den Verticalreihen ausführen, so 
^**d dann die erste Verticalreihe an zweiter Stelle — 1, an allen 
u Wigen enthalten, und die zweite Horizontalreihe an erster 
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Stelle — 1 , au allen übrigen Stellen aber 0. Man kann nun 
weiter mit der dritten und vierten Reibe genau so verfahren, 
wie soeben mit der ersten und zweiten, sodann ebenso mit der 
fünften und sechsten u. s. w. , so dass endlich die Determinante 
der c die Gestalt annimmt: 
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Es ist also endlich durch successive Transformation 
eine solche Transformation entstanden, für welche 
in der transformirten Gleichung (1) alle ^.verschwin- 
den bis auf 

C 12» C 34> C 5G * • ' C 2p— 1, 2p, 

welche gleich 1 sind. Oder mit andern Worten: 

Man kann immer solche ganzzahlige lineare Trans- 
formationsformeln 

MW = « t «(«J + «,« («,) . . . + a^W ( % ) 
JVW = aW{b t ) + <*>(&,) . . . + % W (ft g p 
aufstellen, durch welche identisch 

Zc ik W (**) = (m (1 w 2) — n {l) M&) + (bw m— m mW) 

. . . + (M&P-V iVW — #<**-*> M IW) 
wird. 

Diese Combinationen der («), (b), auf welche hier die Trans- 
formation der Gleichung (1) geführt hat, wollen wir normale 
Periodicitätsmoduln nennen; es giebt unendlich viele Systeme 
von normalen Periodicitätsmoduln. In einem solchen System 
sind die normalen Periodicitätsmoduln eines Integrals 
paarweise conjugirt (insofern die mit den Indices 1 und 2, 
3 und 4, ... 2p — 1 und 2p behafteten Grössen in besondern 
Beziehungen zu einander stehen), und zwischen den nor- 
malen Periodicitätsmoduln zweier Integrale erster 
Gattung besteht die Relation: 
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(7) . . . l ~2 (^ 2 *- 1 )^ 2 0_iV< 2 '- 1 )i>/( 2 0)=O.*) 
» = i 



§ 30. Normalform der Integrale erster Gattung. 

Diese Betrachtungen endlich führen auf eine bestimmte 
Normalform der Integrale erster Gattung. 

Bisher hatten wir unter den p Integralen erster Gattung 
Ausdrücke verstanden, welche aus irgend p Integralen erster 
Gattung linear zusammengesetzt waren. Jedes solche Integral 
enthält also noch p willkürliche Constanten. Sind H i , H 2 . . H p 
irgend welche von einander unabhängige Integrale erster Gattung 
(d. h. solche, zwischen denen keine Relation mit constanten Coef- 
ficienten besteht), so sind die allgemeinsten p Integrale erster 
Gattung, welche wir zu Grunde legen können: 

I, = m n H t + m i2 H 2 ...+m lp H p 
I z :== tn %i H i + m 2x H. i ,,. + ni2p H p 

l p = m Pi JI i + m P2 H t ...+m pp H p , 

wo die Determinante der willkürlichen Constanten m, damit auch 
die 7 von einander unabhängig seien, nicht verschwinden darf. 

Bilden wir für diese I ein System von normalen Periodici- 
tätsmoduln, so verwandeln die H sich in Integrale zwischen be- 
stimmten Grenzen, also in gegebene Constante. Wir können 
daher die m so bestimmen, dassp der normalen Periodicitätsmoduln 
jedes Integrals bestimmte Werthe annehmen. Bezeichnen wir die 
normalen Periodicitätsmoduln von I k durch I k M, 1^) . . . l k i2p) , die 
entsprechenden der H k durch H k {1) , H£ 2) ...H k ^ f so wollen wir 
die m^ so bestimmen, dass alle l£ h) mit oberem ungeraden In- 
dex verschwinden, mit Ausnahme der i" Ä (2 *"~ 1J , welche den ge- 
meinsamen Werth 2%]/ — 1 annehmen sollen. Wir haben dann 
zur Bestimmung von mn, rn^...m ip folgendes System linearer 
Gleichungen: 



*) In dieser Form haben die zwischen den Periodicitätsmoduln 
auftretenden Relationen Rosenhain und Weierstrass für die hyperellip- 
tischen, Riemann für die Abel'schen Functionen gegeben. 
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*.i*. C1) +«ü a V>... +m. p HM = 
; W|1 /7 1 (3) + m . 2 HW. . . + m f> IT« = 

m fl J^»- 1 ) + iii ä tf^ 2 «- 1 * . . . + m ip HJ*- 1 ) = 2iit 

m^Hf*— 1 ) + m a H&i— 1 ) ... + m. H®*- 1 * = 0, 

und also, wenn A die Determinante der // mit ungeradem 
obern Index, JV»- 1 ) eine ihrer Unterdeterminanten bezeichnet: 



Die Normaliutegralc erster Gattung, welche auf diese Weise 
aus I t , I t ..I p entstehen, wollen wir fortan durch u lf u t ..u 
bezeichnen. Die erste Hälfte des Systems von normalen 
Periodicitätsmoduln der Normalintegrale ist gegeben 
durch das Schema: 

wj 2«r . . . 
tO 2m . . . 



upj 



. . . 2l7T. 



Gehen wir nun auf die Gleichung (7) zurück, um zu unter- 
suchen, welche Relationen zwischen den übrigen Normalperiodi- 
citätsmoduln eintreten, so können wir zunächst jene Gleichung, 
auf zwei Integrale I , I h angewandt, in der Form schreiben: 

V(/ Ä (2/ ~ a > IjjM — 7/ 2/ - x > !/<>) = 0. 

Da aber i^ 2 «'- 1 ) und I&— 1 ) verschwinden, bis auf lM—i) un ft 
j$k-i) f W elchc gleich 2i% werden, so geht diese Gleichung über 
in die einfache Form: 



Setzen wir also 



l (2h) — l (2Ä) # 
k h 



V ) = V , = ««. 



wo a hk durch Vertauschung der Indiccs sich nicht ändern soll, 
so sind die aus (7) fliessenden Gleichungen erfüllt, und man hat 
den Salz: 

Die zweite Hälfte der normalen Periodicitätsmo- 
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duln von Normalintegralen erster Gattung bildet ein 
System von symmetrischer Determinante: 

W l) «II «12 ' ' ' % 

w f ) a 2i a tt . . . a 2p 

• w p) v v • • V 

Und die allgemeinsten Werthe, welche die Nor- 
malintegrale w,, w t . . . u durch Abänderung des Inte- 
gralionsweges annehmen können, sind: 

"i = u t + 2i7t m i + «n f h + «12 Vt • • • + a i p ? p 
u t = u * + 2i7t m t + «2i «i + «*t «2 • • • + «*,, '/,, 

V = w p + 2m m^+ u pl q x + a p2 </,...+ a pp q p , 

wo die m, </ beliebige positive oder negative ganze 
Zahlen bedeuten (vgl. Itieinann). 



§ 31. Ausführung der Transformation für das in 
§ 28 behandelte Beispiel. 

Wir wollen an dem oben behandelten Beispiel die Aufsuchung 
der normalen Periodicitätsmoduln durchführen. Unsere Deter- 
minante war: 

j 

i o o—i 

10 

—1 —1 —1 

1 1 



—1 — 1 



1 








1 


— 1 


1 


1 


—1 


1 

















1 





— 1 






Die dritte Horizontal-, resp. Verticalreihe von der zweiten 
abgezogen, liefert: 

I 












1 














—1 














1 





1 


— 1 


1 


1 





—1 

















1 








1 








—1 





— 1 






Die erste Reihe von der dritten abgezogen: 



11Q 



Vierter. Abschnitt. 



§3L 





0—1 








II. 




1 
—10—10 



0. 1 0—11 

-10 

10 


I 

Die zweite Reibe zu der fünften addirt 
10 1 
! 0—10 
1 
— 10 




III. 







1 



1 



—1 0—10 
Die zweite Reihe von der sechsten abgezogen: 



IV. 







1 

— 1 







1 

— 1 



















1 

-1 



Diese Determinante hat, abgesehen von der Ordnung der Reihen, 
auf die es schliesslich nicht ankommt, die gesuchte Form. 

Die 4 Umformungen der Determinante geben folgende Sub- 
stitutionen : 

II. III. IV. 

9 a 7 =a 7 a 7 =M 7 



I. 

(a 7 ) =a 7 

(«8)=«8 

(a 9 ) =a\~a\ 
(a 10 )=a 10 

(a 12 )=a 12 



^ 10 

5 'n= 



7 ~ 
f 

8 
9 
10 
11 



i =« 8 + a 11 a 8 = M % 



-M.. 



1 12 u 12 



10 — u 
ll= ö 



12' 



10 



12 



a 

d 10 = 
a 



9=^9 



F=Mi 



10 



11=^11 



a 



12" 



<=M< 



12- 



Zwischen den ersten und letzten Variabein bestehen alsc 
die Gleichungen: 



(a 7 ) =M 7 —M 9 

(«J =— M s + M 9 -M n +M i2 

(a n )=M n 
{a 12 )=M i2 



M 7 =K) + (« 9 ) + (a 8 ) 

^8 =W — («ll) + («12) 
^9 = Ki) + W 

Ä io=(«io) 

*ll = («ll) 
if/ 12 = (« 12 ), 
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und setzt man ebenso 

(6 7 ) =iV 7 -iV 9 

[bJ=N h +N n -N X2 

(b 9 ) =.—N s + X 9 —N lx + N n 

(*io)=*io 

(b 12 )=N 12 - 



iV 7 =(6 7 ) + (& 9 ) + (ft s ) 
*io = (&io) 

*lt=(*il) 

^12 = ( ft 12)> 



so geht die zwischen den («), (6) bestehende Gleichung über in: 

= (M 10 ^-M 7 N 10 ) + {M S N,-MM + (M X2 N u -M lt N i2 ). 
Bezeichnet man aJso die den 3 verschiedenen Integralen erster 
Gattung entsprechenden Periodicitätsmoduln durch M, N, P, so 
hat man die drei Gleichungen: 

(M l0 N 7 -M 7 N i0 ) + (M,N,-M Q N S ) + (M l2 N n -M n N i2 ) = 
(N i0 P 7 - N 7 P i0 ) + (iV 8 P 9 - iV 9 /> 8 ) + (N 12 P n - N n P i2 ) = 
(P 10 üf 7 -iV«f 10 ) + (P S M 9 -P 9 M S ) + (P l2 M n -P n M l2 ) = 0. 
Bestimmt man also die Constanten der Integrale so, dass: 

i\r 7 =Q i> 7 =0 

JV 9 = 2t« P =0 
N n = P n =2i7t, 

so gehen die obigen Gleichungen über in: 



ilf 7 = 2i% 
M 9 =0 



M*=K 



10' 



N l2 — P s , 



P lQ , — M 12 , 



und das vollständige System der normalen Periodicitätsmoduln 
wird: 



M 7 =2i7t, M Q =0, M n =0, 
iV 7 =0, N 9 =2i7t, N n =0, 
/> 7 =0, i> 9 =0, P n =2iit, P 1Q =a^ t P s =a n , 



^10= ö ll> 

JV 10 =« 12 , 



lila ^19 * 

^8 ==ö 22 > 



M l2 =a 



13 
a 23 

i> 12 =a 33 . 
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Fttnfter Abschnitt 

Vertauschung von Parameter und 
Argument. 



§ 32. Nähere Bestimmung des Integrals dritter Gattung. 

Ein Integral dritter Gattung verhält sich bezuglich der Ver- 
zweigungspuncte ganz ähnlich wie ein Integral erster Gattung; 
es ändert im Allgemeinen seinen Werth, wenn der Weg, über 
den das Integral geführt wird, bei seiner Verschiebung einen 
Verzweigungspunct überschreitet. Aber dazu kommt, dass der 
Werth eines Integrals dritter Gattung sich auch dann ändert, 
wenn der Weg bei seiner Verschiebung einen der beiden Un- 
stetigkeitspuncte überschreitet. Man kann daher den allgemeinsten 
Werth des Integrals aus einem derselben ableiten, indem man 
erstlich cyclische, um Verzweigungspuncte führende Wege, sodann 
aber einen weitern Weg hinzufügt, welcher einen oder den an- 
dern der beiden Unstctigkeitspuncte einschliesst. 

Im ersten Abschnitt § 7 wurde gezeigt, dass unser Nor- 
malintegral dritter Gattung sich in der Nähe des ersten Unstetig- 
keitspuncts § wie — log (x — §), in der Nähe des zweiten aber wie 
log (x — rj) verhält. Bei einem Umlauf in kleinem Kreise, im 
Sinne der Bewegung eines Uhrzeigers, ändert sich also, wenn der 
kleine Kreis den ersten Uustetigkeitspunct zum Mittelpunct hat, 
das Integral dritter Gattung um 2nj/ — 1, dagegen um — 2nj/ — 1, 
wenn der zweite Unstetigkeitspunct der Mittelpunct ist. Daher 
wird durch einen Umlauf um die beiden Unstctigkeitspuncte zu- 
gleich das Integral gar nicht, durch Umläufe um einen derselben 
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das Integral nur um 2mn}/ — 1 geändert, wo m eine positive oder 
negative ganze Zahl oder Null ist. 

Fähren wir nun auch hier wie bei den Integralen erster 
Gattung den Begriff des Periodicitätsmoduls so ein, dass derselbe 
das Integral über einen cyclischen Weg bedeutet, und sind S* (1) , 
S^W, . . . St< 2p) von einander unabhängige Periodicitätsmoduln 
des Integrals S^ , so ist der allgemeinste Werth, welchen dies 
Integral durch Abänderung des Integrationsweges anzunehmen im 
Stande ist: 

^ = 8 b + Z™^ 1 + ™ (l) « ft (1) + ™ {2) V* • • + » w V } ' 
wo die m ganze Zahlen sind. 

Wir wollen nun im Folgenden den Werth von & insofern 
beschränken, als wir die Unstetigkeitspuncte £, r\ durch eine 
Curve verbinden wollen, welche von § und dem zugehörigen 
Werthe s* zu 17 und dem zugehörigen Werthe s fuhrt; welche 
keine der zu den Verzweigungspuncten fuhrenden Schleifen so 
schneidet, dass im Schnittpuncte auch die Werthe von s^ fiber- 
einstimmen; diese Curve setzen wir uns vor, niemals zu über- 
schreiten. Die ganzen Integrale S. (1 >, S* (2) , ..., welche wir 
uns zunächst über eine Anzahl von Schleifen geführt dachten, 
kann man dann zwar über äquivalente Wege führen, indem man 
die Schleifeiisysteme zu geschlossenen Curven erweitert, aber 
a ucli diese dürfen nie über einen der Puncte £, rj geschoben 
werden, so dass jene Integrale wirklich vollkommen bestimmte 
Berthe erhalten. In der obigen Formel fällt zugleich das Glied 
Zmjty — i aus, wenn die 5> (1) , S> (2) etc. auf die angegebene Weise 
Erstanden werden. 

Wir wollen ferner die Curve, welche beide Unstetigkeits- 
puncte verbindet, zu einer Schleife erweitern, welche von zu 
einem Puncte jener Curve, auf ihr bis zu dem Unstetigkeitspuncte 
*» in kleinem Kreise, und zwar im Sinne des Zeigers einer Uhr, 
UIT1 diesen herum, längs der Curve zu dem andern Unstetigkeits- 
puncte, um diesen herum, wieder eine Strecke längs der Curve, 
UIlc J auf demselben von nach der Curve laufenden Wege nach 
Meder zurück geht. Diese Schleife, welche keine der nach 
en Verzweigungspuncten geführten so schneiden darf, dass für 
ei * Scbnittpunct auch die Werthe von s x übereinstimmen, soll 

*-lebsch u.-Gordan, Theor. <1. Abcl'sclu'n Funct. 8 
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dem frühem Schleifensystem hinzugefügt werden. Sie ist einem 
bestimmten der in stattfindenden Wurzelwerthe zugeordnet; 
denn nur von einem aus wird man bei den Unstetigkeitspuncten 
auch auf die betreffenden Werthe von s x geführt, während für 
andere Anfangswerthe jene Schleife nicht existirt. 

Aber das Integral, über diese neue Schleife geführt/ gieht 
identisch Null; denn nach bekannten Sätzen kann man die 
Schleife (welche für die Werthe von s x ein geschlossener Weg 
ist) auf zwei um £ und rj in gleichem Sinne beschriebene Kreise 
zurückführen ; und da der Werth des Integrals über beide Kreise 
genommen gleich und entgegengesetzt ist (2rcj/— lund — 2%y — 1), 
so ist die Summe der entstehenden Werthe Null. 

ßildet man also das Integral Sg , geführt um einen der ge- 
schlosseneu Umgänge, von welchen im vorigen Abschnitte die Rede 
war, und welche jetzt nur um die neue Schleife erweitert sind, 
so erhält mau Null gleich einer Summe von Integralen über ein- 
zelne Schleifen, welche mau, wie im Vorigen, zu Periodicitäts- 
moduln ergänzen kann; aber die neue Schleife hat an diesen 
Gleichungen keinen Anlheil. Die linearen Relationen zwischen 
ganzen Integralen dritter Gattung sind also genau dieselben, wie 
die Relationen zwischen den entsprechenden Pcriodicitätsmoduln 
der Integrale erster Gattung. 

§ 33. Vertauschung von Parameter und Argument. 

Betrachten wir nun zwei Integrale dritter Gattung, S> , S Rf 
deren Unstetigkeitspuncte durch die angefügten Indices bezeichnet 
werden. Bilden wir für jedes dieser Integrale die seine Unste- 
tigkeitspuncte umkreisende Schleife, und fügen diese den Um- 
gängen ein; wobei wir die Lage der Schleifen so einrichten 
wollen, dass die letztern weder einander noch die nach den Ver- 
zweigungspuncten gerichteten Schleifen in der oben bezeichneten 
verbotenen Weise schneiden. 

Das Integral fSg dS afi , über einen vollständigen Umgang 
geführt, giebt dann Null, weil man es auf einen Punct zusam- 
menziehn kann. Dasselbe Integral, über alle n Umgänge nach 
einander ausgeführt, giebt daher Veranlassung zu einer Gleichung, 
welche der im vorigen Abschnitte entwickelten ganz ähnlich ist. 
Da nämlich der Werth von S» oder von S~ nach Durchlau- 
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fang einer nm die Unstetigkeitspuncte gelegten Schleife sich in 
keiner Weise ändert, so haben diese Schleifen auf die Func- 
tionswerthe der folgenden gar keinen Einfluss. So weit also das 
Resultat von diesen übrigen Schleifen herrührt, hat es genau die 
Form des im vorigen, Abschnitte für Integrale erster Gattung ge- 
wonnenen, zumal auch die zwischen den ganzen Integralen be- 
stehenden Bedingungen genau dieselben wie früher sind. Be- 
zeichnen wir also die von einander unabhängigen Periodicitäts- 
moduln der beiden Integrale S> und S~ durch A e B. (i = l,2, ..2p), 
so wird der von den Schleifen der Verzweigungspuncte herrührende 
Theil unsers Integrals 

2c. k B.A k , 

wo die ganzen Zahlen c die denselben im vorigen Abschnitte- 
beigelegten Werthe haben» " 

Was nun den Antheil des Integrals angebt, welcher von den 
Schleifen der Unstetigkeitspuncte herrührt, so braucht man dabei 
offenbar nur auf die Theile derselben einzugehen, welche § mit 
% resp. a mit ß rückwärts und vorwärts verbinden. Der zwischen 
| und rj liegende Weg wird einmal in der Richtung von £ nach 
% das andre Mal entgegengesetzt durchlaufen ; an entsprechenden 
Stellen hat also dS aß den gleichen aber entgegengesetzten Werth. 
An den entsprechenden Stellen beider Wege ist aber der Werth 
des Integrals & um 2it]/ — 1 verschieden, weil inzwischen einer 
der Unstetigkeitspuncte, rj, umkreist wurde. Der Werth des 
Elements S t dS„ a ist also das erste Mal S,dS', das zweite 

Mal — (St — 2n}/ — 1) dS aßf sodass beide zusammen den Werth 
27t}/ — ldS a p liefern. Der von der ersten Schleife herrührende 
Bestandteil unsers Integrals wird also 

2*J/=I fdS *). 

Was nun die um a, ß führende Schleife anbetrifft, so können 
wir sie auf zwei um a, ß beschriebene kleine Kreise zusammen- 



*) Die Bezeichnung der Grenzen verstehen wir so, dass £, r\ nicht 
nur die Variabein, sondern die Puncte J, r\ der Curve f=0 bedeuten 
sollen, wobei denn nicht nur eine- Coordinate, sondern beide Coordinaten 
desselben als gegeben vorausgesetzt werden. 

8* 
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ziehen, wo denn S> beziehungsweise die constanten Werthe 
erhält, welche ihm in den Puncten a, ß zukommen. Da die 
Schleife sich im Sinne eines Uhrzeigers um die Puncte <*, ß be- 
wegen sollte, so giebt die Integration von dS a # bei a den Werth 
2ttj/ — 1, bei ß den Werth — 2ti]/ — 1, und der von dieser Schleife 
herrührende Bestandteil ist also die Summe von 2n}/ — 1 multi- 
plicirt mit dem Werth von S* in a, und von — 2rcj/ — 1 multiplicirt 
mit dem Werthe von S* in ß; oder er kann dargestellt werden 
durch 

ß 
Wir haben also endlich die Gleichung erhalten: 

(1) . . . 2*j/^l [fdS itl -fdS afi ] = 2c ik B^ k . 

a I 

I. Bildet man also zwei Integrale dritter Gattung, 
bei denen die Grenzen des einen die Parameter des 
andern sind, und umgekehrt, so ist ihre Differenz durch 
die Periodicitätsmoduln beider Integrale darstellbar. 

§ 34. Endliche Normalform der Integrale dritter 

Gattung. Einfachste Form des Vertauschungssatzes. Sätze, 

welche daraus folgen. 

Dieser wichtige Satz iässt sich präciser aussprechen, wenn 
wir die Normalform unserer Integrale dritter Gattung auf pas- 
sende Weise noch genauer feststellen. Wir haben schon im 
ersten Abschnitte gesehen, dass die Integrale dritter Gattung, wie 
wir sie aufstellten, nur bis auf additive Integrale erster Gattung 
bestimmt waren, d. h. bis auf lineare Ausdrucke mit p Con- 
stanten. Statt eines Integrals & können wir also, ohne irgend 
etwas zu ändern, den Ausdruck 

S b + C i U i + C * U * + * ' ' + C P U P 

setzen, wobei wir absichtlich die lineare Function durch unsere 
Normalintegrale erster Gattung ausgedrückt haben. Bilden wir 
nun die erste Hälfte derjenigen Combinationen der Periodicitäts- 
moduln, welche wir oben für Integrale erster Gattung als normale 
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bezeichnet haben, und welche wir hier für Integrale dritter 
Gattung ebenso bezeichnen wollen, so erhalten wir die Werthe: 

y> + 27rf/=T. c t , S^) + 2nj/=l . c, , . . . , S ft W+ 2^=T. c» 
wo & W, Sg W . . . die von dem irgendwie fixirten Integral S. 
berröhrenden Theile bezeichnen. Nun können wir offenbar die 
Constanten c so bestimmen, dass diese Ausdrücke sämmtlich ver- 
schwinden. Alsdann ist der an Stelle von Su zu setzende Aus- 
druck 

( 2 > - **,- ** - ^jki { v» -. + V * + ••■ + v -,} 

vollkommen bestimmt; und wir werden tbrlan (fiesen Ausdruck 
ausschliesslich als Normalintegral dritter Gattung be- 
zeichnen. Das Normalintegral dritter Gattung ist also 
so bestimmt, dass die erste Hälfte seiner normalen 
Periodicitätsmoduln verschwindet. 

Aber im vorigen Capitel wurde gezeigt, dass der Ausdruck 
^ c *'k a fik so transformirt werden kann, dass jeder Term das Pro- 
bet eines Pcriodicitätsmoduls der einen Hälfte mit einem der 
andern Hälfte ist. Wenden wir also dieselbe Transformation auf 
d ,e rechte Seite der Gleichung (1) au, so inuss dieselbe ver- 
sc hwindcn, da wir die Integrale dritter Gattung jetzt so nonnirt 
^ben, dass die ganze eine Hälfte ihrer Periodicitätsmoduln ver- 
schwindet. Die Gleichung (1) geht also über in 

(3) . . . fin =fin 

UI *d man hat folgenden Satz für die Ver tausch ung von Pa- 
rameter und Argument: 

IL Das Normalintegral dritter Gattung II ändert 
sieb nicht, wenn man die Grenzen mit den Unstetig- 
^ e itspuncten vertauscht. 

Dieser Satz ist höchst zahlreicher Anwendungen fähig. Er- 

wnern wir uns z. B. des im ersten Abschnitte aufgestellten Satzes, 

ass die Summe dreier Integralen dritter Gattung, deren zwei 

,ni tHer einen Uustetigkeitspunct gemein haben, ein Integral erster 

a Uung i s t. Wir können diese Summe so schreiben: 



Jt dn *+ an * 



+ dn. 



es' 
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und sie mit Hülfe unseres Satzes in 

\ * t 

verwandeln, was identisch Null ist, wenn die aus den Wegen ift t 
i{£ t ££ zusammengesetzte geschlossene Curve sich auf einen Punct 
zusammenziehen iässL Vorausgesetzt, dass also die vier Integral« 
mit den Unstetigkeitspuncten gr\ 1 i?f f ?£, aß die in der geome- 
trischen Darstellung oben niedergelegten Bedingungen erfüllen, 
dass die zu ihrer Definition angewandten , um die Fnstetigkeits- 
p miete geführten Schleifen einander und iYiq Schleifen der Ver- 
zweiguugspuncte nicht sehneiden, hat mau den Satz: 

UL Die Summe dreier JN o r m a 1 i n t e g r al e dritter 
Gattung, von deueu je zwei einen Unsteügkeitspuuct 
gemein haben, ist identisch Null, 

Nehmen wir für f irgend einen numerischen Werth, so er- 
gieht sich weiter der SaU: 

IV, Das NornialinLegral dritter Gattung ist diei 
Differenz zweier gleichartigen Functionen, deren jede 
nur von einem seiner Parameter anhängt. 

Bezeichnet man solche Functionen durch log oX t log <P^ 
log &j. f wobei eine keineswegs vollkommen bestimmte Fuue 
tion ist, so hat man also 

(4) . . . B h = log |l 

Das Theorem UL dient auch dazu, das Integral erster Ca 
lung zu bestimmen, welches der Summe der betreffenden S gleÄ-I 1 
wird. Denn wenn man für U aus (2) seinen Werth in S set^^t* 
so erhält man; 

(5) . . JdS S)i +dS, ii+ dS^ = 2 -^=|Vt , w + V+ S C | fA, '>'^- 

Es wurde oben bestimmt, dass die erste Hälfte der Peri* -3 ' 
dieitätsmoduln für das Integral dritter Gattung 17* verschwind <^^ u 
solle. Es bleibt übrig, für dieses Integral die andre Hälfte tl ^" r 
Perioduitälsmoduln zu bestimmen. Wir erhallen dieselben, inde* wtl 
wir in der Gleichung (1) das eine Integral &* in ein Integ»'^ 1 

erster Gattung u h übergehn lassen. Dann verschwindet JdS^i u« 1 ^ 
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wenn wir 5 in Ü verwandeln, verschwindet rechts die Hälfte der 
Glieder, weil sie in die verschwindenden Periodicitätsmoduln von 
77. multiplicirt werden. Die entsprechenden Periodicitätsmoduln 
von u aber verschwinden nicht sämmtlich, sondern es bleibt der h [e 
bestehn, welcher gleich 2rcj/ — 1 wird. Dieser ist nun in dem trans- 
formirten Ausdruck der rechten Seile in den negativen Perio- 
dicitätsmodul von & multiplicirt, welcher in der zweiten Hälfte 
der Periodicitätsmoduln mit dem Index h behaftet ist. Bezeichnen 
wir ihn durch 77* W so haben wir also die Gleichung 

( 6 ). v ,= -A*- 



V. Die zweite Hälfte der Periodicitätsmoduln des 
Integrals 77 drückt sich also durch die zwischen den 
Unstetigkeitspuncten als Grenzen genommenen Inte- 
grale erster Gattung aus. 

Setzt man in (5) für 77 seinen Ausdruck in S, so erhält 
man die zweite Reihe 2W der Periodicitätsmoduln von S ausge- 
drückt durch die Formel: 

(7) . . . 2V<*> = — '/du. + — ±= 2* V<*>a. Ä . .. 



§ 35. Sätze über Integrale zweiter Gattung, welche aus 
dem Vertauschungssatze folgen. 

Wir gelangen zu einer weitern Reihe von Sätzen, wenn 
wir im Vorigen das eine oder beide Integrale dritter Gattung in 
Integrale zweiter Gattung übergehn lassen, oder was dasselbe ist, 
wenn wir nach einem Parameter differenziren. 

Wir haben oben (p. 32) 

E t — ~di 

gesetzt. Dieses Integral E. ist von dem Parameter £ nicht un- 
abhängig! aber es enthält ? nur in einem Theil, welcher ein 
Aggregat von Integralen erster Gattung ist. In der Thal, setzen 
wir für S seinen Ausdruck durch 77 und durch die ersten p Perio- 
dicitätsmoduln von S, so haben wir 

(8) • .. J B | _ 1| -+-^ t ^ i -g r «,. 
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Betrachten wir nun zunächst den nur von dem einen Para- 
meter | abhängigen Ausdruck 

t Hit & l°ff *£ 

und scbliessen denselben zwischen die Grenzen er, ß ein, .so Oti- 
den wir nach Theorem IL: 



(10) 



A-Ä^—CSO-.— C&); 



Die rechte Seite aber ist eine algebraische Function der 
dem Puncte | zugehörigen WV-rthe von & t s x . Man hat 
den Satz: 

VL Das zwischen bestimmten Grenzen genommene, 
aus Differentialion von U nach einem Parameter ent- 
standene Integral zweiter Gattung Z ist eine algebrai- 
sche Function des Parameters, nach welchem difFe- 
renzirt wird. 

Setzen wir für IT seinen Werlh in S, so erhalten wir die 
Formel 

<w-A--(S).+ ab2v©) r 

und daher den Satz: 

VJI. D a s z w i s c h e n b e s l . i tu in t e n Grenzen genommen 
Integral zweiter Gattung Z drückt sich durch ei», e 
algebraische Function, und durch eine linear aul'tr^^- 
tende Reihe von transcendenten Functionen sein^^r 
Grenzen aus, welche die erste Reihe von Periodik I- 
tatsmoduln desjenigen Integrals dritter Gattung sia <^ 
das jene Grenzen zu Uns tetigk eitspuneten hat. 

Endlich erhält man für E aus (8) die Formel: 

«•••A--(^^:i:[v<^ta-.: 

woraus sich der Satz ergiebt: 

VIII. Das zwischen bestimmten Grenzen genorp" 1 * 
mene Integral zweiter Gattung E drückt sich dttf*^* 
algebraische Functionen und durch Integrale erst &* 
Gattung aus, sowie ausserdem linear 

1) durch die erste Reihe der Periodicitätsmodu ' f 
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desjenigen Integrals dritter Gattung 5, dessen Un- 
stetigkeitspuncte die Grenzen sind, 

2) durch die Periodicitsrnoduln erster Reihe 

( 18) . . . * { W = -§- 

des Integrals E seihst. 

Aus den Gleichungen (8), (9), (13) finden wir ferner die Com- 
hination: 

(l4) • • • z ^-^!>^ 

welche der Gleichung (2) zwischen Tl und S ganz analog ist. 
Hieraus folgt sofort: 

IX. Die erste Reihe der Pcriodicitätsinoduln von 
Zt verschwindet. 

Indem man sodann die Gleichung (6) nach £ differenzirt, 
erhält man die zweite Reihe von Periodicitätsmoduln von Z: 

( 15 )--- *« w = ®,- Also: 

X. Die zweite Reihe von Periodicitätsmoduln 
der Function Z besteht aus algebraischen Functionen 
des Parameters. 

Und die zweite Reihe der Periodicitätsmoduln von E> se(zt 
sich, wie sich aus (14) oder durch Differentiation von (7) ergiebt, 
aus der ersten Reihe und aus den Periodicitätsmoduln von Sg ik > 
zusammen mit Hülfe der Formel 

(du\ . k=p 

Aus den obigen Sätzen erkennt man, dass die Integrale zwei- 
ter Gattung Ey sich immer ausdrucken lassen durch algebraische 
Functionen und Integrale erster Gattung, durch deren Periodicitäts- 
moduln, welche bei der Bildung 'der Normalintegrale erster Gat- 
tung benutzt wurden; durch die erste Reihe von Periodicitäts- 
moduln der Integrale dritter Gattung, und endlich durch deren 
nach einem Parameter genommenen Differentialquotienten, welche 
die erste Reihe der Periodicitätsmoduln des Integrals zweiter 
Gattung bilden. 

Für die letzteren Grössen kann man nun noch Relationen 
aufstellen, welche den Satz nachweisen: 
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Xf. Die erste Reihe der Periodicitätsmoduln 
der Integrale E t mit beliebigem Unstetigkeitspuncte 
£ lässt sich immer durch die entsprechenden Periodi- 
citätsmoduln solcher p Integrale E a , E„ . . . E n aus- 
drucken, welche in bestimmten, beliebig gewählten 
Puncten a, ß . . . % unstetig werden. 

Zum Beweise dieses Satzes führt eine weitere Eigenschaft 
der Function Z. Man hat nämlich, wenn der beigefugte In- 
dex anzeigt, dass in der Function für x, s x die dem durch den 
Index angedeuteten Punct entsprechenden Werthe gesetzt werden 
sollen : 

\dxJa 0<*J * <> a J ft dad&J * r 



Da nun dieser Ausdruck sich nicht ändert, wenn mau £ mit 
a, £ mit ß vertauscht, so hat man den Satz: 

XII. Wenn man Z. nach dem Argument differen- 
zirt und dann für s x ,x die Werthe setzt, welche diese 
Variabein für einen beliebigen Punct cc erhalten, so 
ist das Resultat dasselbe, wie wenn im Differential- 
quotienten von Z a nach dem Argument s x , x die dem 
Puncte £ entsprechenden Werthe gesetzt werden. 

Diesen Satz kann man auch in folgender Form aussprechen: 

XIII. Hat man # Puncte und bildet die Summen M v 
M 2 , . . . M q so, dass jedes iJfdieSummevon q — lFunc- 
tionen Z ist, deren Argumente q — 1 der obigenPuncte 
entsprechen, während der Parameter dem q {en Puncte 
entspricht, und sind x it x z . . . x die Werthe von x für 
diese q Puncte, so ist immer 

M l dx i + M % dx % . . . + M 'dx 
ein vollständiges Differential. 
Die Gleichung 

( 17 ) •••©)«= ©,• 

giebt aber, wenn man die Functionen Z durch die E ausdrückt: 

(18) ...(£) __ !-^W£) =(**-) — l -*Z* «O) 
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Bildet man diese Gleichung nun, indem man statt et der Reihe nach p 
beliebig gewählte constante Puucte <*, jS, . . . n benutzt, und bemerkt 
man, dass die eingeklammerten Grössen rein algebraische Aus- 
drücke sind, so hat man ein System linearer Gleichungen vor 
sich, vermöge dessen man die ES h) durch die Ej h \ E^ . . . Ej h) 
unc) durch algebraische Functionen von § ausdrucken kann, wie 
das Theorem XI es verlangt. 

Bildet man ebenso aus den Gleichungen (12), indem man für 
§ darin der Reihe nach «, 6, c . . . einsetzt, p verschiedene Glei- 
chungen, so findet man die ganzen Integrale S a J h) vermittelst 
eines Systemes linearer Gleichungen durch rein algebraische In- 
tegrale 2 ter Gattung, durch algebraische Functionen und die Grössen 
EJ A) , E b ^ etc. ausgedrückt. Mau hat al£o noch den Satz: 

XIV. Die ganzen Integrale SW lassen sich durch 
rein algebraische Integrale erster und zweiter Gattung 
und durch algebraische Functionen ausdrücken, wobei 
nur ganze Integrale zweiter Gattung mit absolut fes- 
ten Unstetigkeitspuncten in den Coefficicnten er- 
scheinen. 

§ 36. Zurückführung der Differentialquotienten von 

Integralen dritter Gattung nach einem Parameter auf 

Integrale zweiter und dritter Gattung. 

Im ersten Abschnitte wurde bewiesen, dass jedes Integral 
einer rationalen Function von x und s x sich ausdrücken lässt 
durch algebraische und logarithmische Functionen, durch Integrale 
erster und dritter Gattung und durch die nach den Unstetigkeits- 
puncten genommenen Differentialquotienten der letzteren. Wir 
wollen jetzt zeigen, wie auch alle höheren Differential- 
quotienten der Integrale dritter Gattung sich zurück- 
führen lassen auf algebraische Functionen, auf Inte- 
grale erster Gattung und deren Periodicitätsmoduln, 
auf die Integrale dritter Gattung und deren Periodi- 
citätsmoduln, und auf die erste Reihe der Periodici- 
tätsmoduln von p Integralen zweiter Gattung, deren 
Unstetigkeitspuncte beliebig gewählt sind. 

Differenziren wir nämlich die Gleichung (1) [i mal nach £, 
vmal nach r\. Man erhält dann 
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dp crj 

Drückt man nun die 77 durch die Integrale 5 aus, so wird 
daraus: 

8 ß 

(19) . . . -V- dS. J= 2 <L Tk_ Idu. 

yt + r /* l h = p pt + v /» 

= mtj dS " ß ~ U=i£ i ** W/ du " 

Diese Gleichung druckt in der That schon das verlangte Integral 
auf die geforderte Weise aus, nur dass in dieser Formel noch 
die Grössen 

i — fa_, 

die höheren DifTerentialquotienten der ersten Reihe von Periodi- 
citätsmodulii des Integrals S> auftreten. Wenn wir aber jetzt 
in (18) §, 7j an Stelle von cc, ß, und für § der Reihe nach p 
beliebig gewählte Puncte setzen, und wenn wir sodann (i mal 
nach § und v mal nach rj differenziren , so haben wir p Glei- 
chungen vor uns, welche für die gesuchten Grössen 

iL 

linear sind, und welche ausserdem nur noch algebraische Aus- 
drucke und die erste Reihe der jenen p Puncten. entsprechenden 
Periodicitätsmoduln von Integralen zweiter Gattung enthalten. 
Durch diese also und algebraische Ausdrücke können wir -die ge- 
suchten Grössen darstellen, und indem wir dies in (19) eintragen, 
erhalten wir die geforderte Formel. 



§. 37. Anwendung der oben für Integrale dritter Gattung 

benutzten Methoden auf algebraische Functionen und 

Logarithmen von solchen. Das AbeFsche Theorem. 

Wir haben soweit alle Resultate abgeleitet, die sich aus der 
Untersuchung des Integrals fldH ergeben, wenn J, H Integrale 
erster, zweiter oder dritter Gattung sind. Wir wollen jetzt noch 
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die Resultate untersuchen, welche sich ergchen, wenn wir für 
eine der Functionen I, H eine algebraische Function oder den 
Logarithmus einer solchen einfuhren. 

Um das Integral /log^dS zu behandeln, in welchem cp, ty 

beliebige ganze Functionen m ler Ordnung von s^ x sind, conslruiren 
wir uns zunächst die Schleife für S a wie im 'Früheren. Die 
Functionen qp, ty verschwinden jede in mn Puncten, den Schnitt- 
puncten der Curve cp = 0, /"»ö einerseits, ty=0, f=0 
andererseits entsprechend. Fallen einige der ersten mit einigen 

der letzten zusammen, so bleibt log^ för sie endlich, während 
für die übrigen log^ unendlich gross wird. Wir wollen nun 
immer einen Punct s v , x, für welchen cp verschwindet, mit einem 
Punct s^, x verbinden, für welchen ty verschwindet; aus diesen 
Curven construiren wir Schleifen, welche um je zwei solche 
Puncte und zum Puncte führen, wie die früher den Integralen 
dritter Gattung entsprechenden gezogen wurden, und legen sie 
so, dass niemals zwei verschiedene Schleifen ein Werthepaar s x , x 
gemein haben. Wie man die Puncte, welche von cp = her- 
rühren, mit den von i//=.0 herrührenden verbindet, ist bei den 
ersten Functcnpaaren gleichgültig; die letzten aber combiniren 
wir so, dass, wenn die Curve cp = durch stetige Veränderung 
in ^ = übergeführt wird, und wenn dies so geschieht, dass 
von den zuerst combinirten Puncten dabei immer der eine in den 
zugehörigen übergeht, auch von den letzten Paaren immer ein 
Punct in den andern übergeführt wird. 

Die Function logy ändert sich beim Umgange um eine solche 
Schleife nicht; denn sie ändert sich beim Umgange um den einen 
Unstetigkeitspunct immer um — 2%]/ — 1, beim Umgange um den 
andern um + 27t/ — 1, bleibt also bei gleichzeitigem Umgange um 
beide ungeänd'ert. Bilden wir nun fd log ^ um einen geschlossenen 

Umgang, so haben auf den Werth dieses Integrals die eingeschal- 
teten Schleifen keinen Einfluss, und man erhält zwischen den 

Periodicitätsmoduln von log ^ dieselben Relationen, wie sie für 

die der Integrale erster Gattung stattfinden. Uebrigens haben diese 
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Periodicitä^smodulnsämmtlich denWerth 2m$qf—l, wo diet?i irgcnil 
welche ganze Zahlen sein können; denn dies ist der einzige Zu- 
wachs, den log - beim Umgänge um einen cyclischen Weg über- 
haupt, erhalten kann. 

Das Integral /log— '/S^ um alle Umgänge genommen be- 
sieht nun ganz wie früher aus einem Theil, welcher von den 
um die Yerzweignngspiuicte geführten Integralen herrührt, und 

welcher sich ans den Penodicitätsmoduln von S „ und log — zu- 

sammen setzt ; ans einem zweiten Tbeile, der von der um #, ß ge- 
legten Schleife herrührt, und auf die oben auseinander gesetzte 
Weise den Werth i 



2*/=lJ>log 2 



giebt; und endlich aus den Gliedern, welche von den Unstetig- 

keitspuneten der Function log ^ herrühren. Diese Glieder kauim 

man genau so behandeln, wie oben diejenigen, welche vm S_ m 

herrührten, und findet 

? ' 
-2*^=1 «Ä^ 

wo die i sich auf die Puncte beziehen, in denen 9 = 0, die 

aber auf diejenigen, in welchen ^ = 0. 

Dividirt man nun durch 2?irj/— 1, so erhalt man, da die Periodi 
cilatsmoduln von log 5j sich dadurch auf ganze Zahlen red nciren« 



1 /- 



oft 



wo A' eine ganzzahlige Kombination der Perioden von S 
di<* von der Lage [hiv uni die Puncte |, y geführten Schleife 
gegen die Verzweigungsschlciren zwar abhängen kann, niclii afr 
von der speciehen Lage der Punete & *}. Daher kann man zu 
Bestimmung von K die Gurren <p, t/j einander unendlich nah) 
nicken lassen, und da der Voraussetzung nach dann auch <li 
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paarweise einander zugeordneten Puncte £, rj zusammenfallen 
sollen, so hat man J5T=0, und daher 



'*®.-*®r*S m + 



ß 

Diese Gleichung ist <tas Abel'sche Theorem, und 
zwar in einer Weise, bei welcher sowohl die Integrale rechts als 
die Logarithmen vollkommen bestimmt sind. Man kann darin 
der Ableitung der Formel nach 77 an Stelle von S setzen; und 

v 
dies stimmt mit dem Satze überein, dass 2fdu h verschwinden 

muss, welcher einen Theil des Abdachen Theorems bildet. Bei 
dieser Darstellung des Abdachen Theorems ist vorausgesetzt, 

dass erstlich der Weg, auf dem man von log f^j 

gelangt, von keinem der Integrationswege 



zu 

ß 



*& 



rechts geschnitten wird,, und dass zweitens die obern 
und untern Grenzen dieser Wege einander so zugeord- 
net sind, dass sie unendlich klein werden, wenn man 
die Curven <p = 0, ty = unendlich nahe zusammen- 
rücken lässt. 

Setzt man aber J7 an Stelle von S, und wendet man den 
Satz über Vertauschung von Parameter und Argument an, so 
findet man: 

Diese Formel enthält die Zurückfährung des Lo- 
garithmus einer algebraischen Function auf eine 
Summe von Normalintegralen dritter Gattung. Sie hört 
nicht auf zu gelten, wenn man einige der Puncte § oder der 
Puncte rj einander sehr nahe rücken lässt, wodurch nur einzelne 
Theile der um die Unstetigkeitspuncte gelegten Schleifen einander 
unendlich nahe rücken; oder auch ganze Schleifen, sobald zwei 
Paare zugeordneter Puncte einander sehr nahe rücken, d. h. wenn 
entsprechende Puncte der Curven <p = 0, ty = Berührungs- 
puncte dieser Curven mit fz=zO werden. 
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Wenn wir nun zur Untersuchung des Integrals f **- dS ^über- 

gehen, so legen %vir zunächst ein Schleifcnsvslem, welches wegen 

der UnMetigkeilspuncle von ^ noth wendig wird, folgen dermassen, 

Jede Schleife geht Tom Puncte aus nach einem der Uustelig- 

kelispunrte von — , um diesen der Bewegung eines Uhrzeigers 

entsprechend in kleinem Kreise herum und nach zurück. Die- 
selbe lUatt in mit einem bestimmten Werlhe von s beginnen, 
um sich in der Nähe des Unstetigkeitswerthes von & zugleich 
dem Unsleligkeilswertlie von ^ zu nähern, und wird demgemäß 
einem bestimm len Umgänge eingereiht. Wieder dürfen diese 
Schleifen einander und die Schleifen der Verzweigungspuncte 
nicht in der oben verbotenen Art schneiden. 

Da die PeriodieiUitsmoduln von - sä m ml Hell Null. sind, weil 

die Function nach Durchlaufung eines cyclischen W 7 eges immer 
ihren ursprünglichen Werth wiedererlangt, so hat man in dem 

Integral / +&&** nur diejenigen Theile zu untersuchen, welche 

von ihn um die Unstetigkeiispunete gelegten Schleifen herrühren. 
Die zu <*, ß gehörige Schleife giebt, ähnlich wie oben 

Ist ferner £ einer der Unstetigkeilsniuirte von -, und zieht man 

die ihm entsprechende Schleife in einen unendlich kleinen, um 
den Unstetjgkeilspunct beschriebenen Kreis zusammen, so wirf 
iet von dieser Schleife herrührende Theil des Integrals: 



inng erhalt: 

(5) - (5) = - £ U*\^ »ij rf V 



su dass man die Gleichung erhalt: 



oder 
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Hier kann man nun für S die Function J7 setzen, und findet 
dann mit Anwendung des Satzes über Vertauschung von Parameter 
und Argument: 

V(5)-(5),— *(*) A 

Diese Formel enthält, wenn mana als die Variable 
betrachtet, die Darstellung einer beliebigen ratio- 
nalen Function vouauod s a alsAggregat von Integra- 
len zweiter Gattung. Wenn mehrere Punrte 5 einander 
unendlich nahe rücken, so treten Diflerentialquotienten von Inte- 
gralen Z nach dem Parameter auf. 



Clebsch u. (Jordan, Theorie d. Abel'schen Funct. 



Sechster Abschnitt 

Das Umkehrproblem. 



§. 38. Hülfesatz zur Beurtheilung periodischer 
Functionen. 

Die naheliegende Frage, ob man ebenso, wie aus dem Integral 

X 

/• üx 
u === | ,, die obere Grenze als Function x = sin u 

o 

x 

/dx 
— - die obere Grenze als Funo 

i '• 

tion x = e u des Integrals erscheint, auch bei einem allgemeinen 
algebraischen Integral erster Gattung die obere Grenze als Func- 
tion des Integrals behandeln könne, hat Jacobi in einer be- 
rühmten Abhandlung, welcher wir den Begriff der Abel'schen 
Functionen verdanken, behandelt und den Charakter der dadurch , 
entstehenden Functionen festgelegt.*) Obgleich die Untersuchung 
Jacobi's sich zunächst nur auf den Fall p = 2 bezieht, so liegt 
doch die Verallgemeinerung auf der Hand. Man braucht zunächst 
einen Hülfssatz, welchen Jacobi für jenen Fall aufstellt, und wel- 
cher verallgemeinert sich folgendermassen ausspricht: 

Es seien q — 1 Reihen von je q reellen Grössen 
gegeben: 

a*\ «,<«, . . . a q W 
(1) _ ^ «/*>, «,<*>, . . . a f « 



Dann kann man immer q positive oder negative ganze 
*) Crelle's Journal Bd. XIII. 
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Zahlen m l9 tn t . . . m so bestimmen, dass die q — 1 
Ausdrücke 

QW =m | «/ 1 > +m t a t M + . . . m q a™ 

0(*> = m 1 « 1 <*> +**«* (2) + • • • m § aM 
W • • • ..'.... 

jpCf- 1 ) = m 1 a/«- 1 > + « t a f <«- 1 )+ . . . m f « f <f- 1 ) 
beziehungsweise kleiner werden als ^ — 1 beliebig ge- 
wählte noch so kleine Grössen 

««, e< 2 > . . . &~ l h 
Nehmen wir an, der Satz wäre bewiesen, wenn man für q 
die Zahlen 1, 2 • . . q — 1 setzt. Wir wollen dann zeigen, dass 
er für q selbst gilt. 

Unter den Grössen a (1) , a (2) . . . a ( *" 1) muss wenig- 
stens eine sein, welche von Null verschieden ist. Dieselbe sei 
etwa a <*— *>. Bilden wir nun die Ausdrücke 

9 

ad) 
0(1) -0Cf-D-i- 



<z (*-i) 

(3)... 0« -ö'^^r, 

9 



a («-2) 

fity-2) _ Q(q-l) JL 

v v a (f-i) 



Die Anzahl dieser Gleichungen ist ? — 2 , die Anzahl der 
in denselben enthaltenen unbekannten ganzen Zahlen ist #— 1, da m q 
eliminirt ist. Wir können daher der Voraussetzung nach die in 
diesen Ausdrücken enthaltenen Zahlen m,, m % . . . m x so be- 
stimmen, dass diese q — 2 Ausdrücke absolut kleiner werden, als 
beliebig kleine vorherbestimmte Grössen. Sodann aber kann man 

n(q-i) 
Mq so bestimmen, das ^ absolut kleiner wird als \. Die abso- 

tuten Werthe der Ausdrücke (3) waren kleiner als beliebig kleine gege- 
bene Zahlen, und daher müssen auch die Ausdrücke <p (1 >, QPK..Qte~ l ) 
selbst sich den Werthen ^a^, %<* q {2) . • • , i a ^" 2) beliebig 

nähern. Ist insbesondere der absolute Werth von -^z X) gleich 

a (*> 
^ — e, und ist abgesehen vom Zeichen Q {i) — Qti- 1 ) — |^r = * w » 

9* 
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£0 ist der absolute Werth von & A nicht grösser ab der tob c, 
vermehrt um den von a li \ — s j9 oder nicht grösser ab 

«*° + \lfi*Jft? • S«* 21 man *k° « w = * ( * f *** - wo st eine befiehig 
grosse Zahl ist, so hat man Schliesslich £)«'"> gleich oder kleiner 
als der absolute Werth von (±+-) « ( " ; und man kann daher 
für alle Werthe von i schreiben [abgesehen vom Zeichen) 
^ = ( i + i) fl ,o. 

wobei nur, wenn eine der Grössen a a \ a <*> . . . a <*-*> ?er 
schwindend klein wird, das betreffende Q {i) kleiner als eine be- 
liebig vorausbestimmte Grenze zu setzen ist. Bezeichnen wir die 
auf diese Weise gebildeten ganzzahligen Verbindungen (**>, Q& ... 
durch ö- + i n '» a 7 4-i (3f • • • a q+i {q ~ l} i s° ( ^ ass a fe° abgesehen vom 
Zeichen 

« 7+1 "' , <i«, , "('=1.2... ? -l). 

Wenn nun nur eine der Grössen a , , (,) nicht verschnk- 
deod klein wird, so kann man die Ausdrücke 

ä<« = «,«,»> + «,«,<» . . . + vm « f+1 « 



*<«-'>=»,«,<'/-» + «,«,<«-»> . . . + » f+1 « f+1 «t-n 

ganz ebenso behandeln, wie oben die Ausdrücke Q; d. h. mm 
kann die ganzen Zahlen n so bestimmen, dass 

* w <i« f+I w (f = 1.2 ... f-1), 
oder, wenn man diese linearen ganzzahligen Verbindungen durck 
ö- +2 (,,) bezeichnet, dass 

« f+ , w <K+i w : ('«LS ... *-i). 
wobei nur, sobald eine der Grössen «„, , (,) verschwindend klcto 

ist, a , 2 (,) kleiner als eine beliebige Grenze zu setzen ist. 

Indem man auf diese Weise fortfährt, bildet man sich Reihen 
von Grössen, 

^+i ' Vt-2 ' ' a tf+* 



u q + l > u q+2 > q+k 
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deren jede entweder verschwindend klein oder kleiner als die 
Hälfte der unmittelbar links neben ihr stehenden Grösse ist. 
Man kann diesen Process also so lange fortsetzen, bis alle a der 
letzten Verticalreihe kleiner sind als beliebig vorherbestimmte 
Grössen. 

Nun ist aber jedes a eine lineare ganzzahlige Function der 
q Grössen a, welche links neben ihm sich befinden (wobei man 
sich das obige Schema durch das System der gegebenen a nach 
links hin zu ergänzen hat), und die Coeflicienten sind bei sämmt- 
Kcben a der gleichen Verticalreihe dieselben. Daher kann man 
auch die a der letzten Verticalreihe durch die gegebenen a linear 
und ganzzahlig ausdrücken, so dass 

v+.* (1) = w** + **< X) + • • • + f f « f ( " 



Ä f+* (f ~ l) = ^< q ~ l) + * fl » (f " 1) + • • • + p,« f ( *" l) . 

Und diese Ausdrücke liefern also, wie im Theorem verlangt 
wurde, ganzzahlige lineare Verbindungen der gegebenen a, welche 
beliebig klein gemacht worden sind. 

Der Algorithmus bricht ab in dem oben ausgenommenen 
Falle, dass alle Grössen a einer Verticalreihe verschwindend klein 
werden. Man hat dann Verbindungen der verlangten Natur vor 
ach, und braucht die Operationen also nicht weiter fortzusetzen. 
Wir haben sonach bewiesen, dass unser Satz für eine be- 
liebige Zahl q richtig ist, wenn er für q — 1 besteht. Er ist also 
nur noch für q = 2 nachzuweisen, wo er so lautet: 

Sind a i9 u t reelle Grössen, so kann man immer 
zwei Zahlen m,, m t so bestimmen, dass tn i a l + m % a i 
kleiner wird als eine beliebig vorherbestimmte noch 
»0 kleine Grösse. 

Wie man aber in diesem Falle die Zahlen m t , m t findet, 

fehrt die Theorie der Kettenbrüche. Ist f — J der absolute Werth 

v °n S, und sind -, -. zwei Näherungswerthe der Kettenbruchsent- 

¥ w *cklung von (-)> so ist bekanntlich der absolute Werth von 
IrM — £ kleiner als — ; , mithin auch der absolute Werth von 
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v (aj — p («rj kleiner als ^* Man braucht daher die Ketten- 

bruchentwicklung nur so weit fortzusetzen, bis --r- gehörig klein 
ist, um die geforderte Bestimmung eines aus {a t ), (er,) gebildete 
linearen Ausdrucks zu leisten, welcher kleiner als eine voraus 

bestimmte Grösse ist. Somit ist der im Eingänge gegebene Sat 
allgemein bewiesen. 

Bemerken wir noch wegen des Folgenden, dass im Allgemei- 
nen zwischen den Grossen a mit gleichem obern Index keine 
ganzzahlige lineare Relation besteht. Deswegen wird auch im 
Allgemeinen keine der linearen Gombinaüouen, welche kleiner ab 
gegebene Grenzen sind, absolut Null werden, was das Bestehen 
einer solchen linearen Relation voraussetzen würde. 



§. 39. Functionen mit mehreren Perioden. 

Betrachten wir nun ein Integral erster Gattung, und den 
allgemeinsten Werlh, welchen dasselbe für bestimmte gegeben 
Grenzen annehmen kann. Sind die Periodicitätsmodulu de: 
Integrals 

a, + b, j/^1, u t + ft t f=l, ■•■«* + V V'—** 
wo die a» h nun reelle Zahlen bedeuten , und isL I ein Werl 
des Integrals, so ist der allgemeinste, welchen dasselbe erhalten 
kann: 

/+<*,(«, + 4/^1) + m,( ö ,+ *,j/-l). . . +«,^+6^-1). 
Ist nun p > 1, so kann man die Zahlen m t , m t . . . m L> nach 
dem obigen Salze immer so bestimmen, dass die Ausdrücke 

*t*i +«t a ft, + . . ■ + w* p f h P 
beliebig klein werden, Man kann also durcli passende Verändfr 
rung des Weges auch den Werth von / beliebig ändern, oder 
man bat den Satz: 

Ein Integral erster Gattung kann für /> > 1 bei be- 
liebig gegebenen Grenzen durch passende Wahl des 
Weges jeden beliebigen Werth erhalten. 

Dieser Satz konnte nur eine Ausnahme finden, wenn die 
Aenderung des Wertbes von I nicht unendlich klein, sondern al'- 
solutNull würde, d.h. wenn es solcbe ganzen Zahlen m gäbe, d^ 
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m.a, + m t a t + . . . + m 2p a 2p = ' 
m x \ + m t b t + . . . + m 2p b 2p = 0, 

oder dass zwischen den Periodicitätsmoduln selbst die Belation 

bestünde: 

*iK+ b t j/~l)+m t (a x +b t j/^ri)... + m 2p (a 2p + b 2p }/~l)=0. 
In diesem Falle würde man diese 2 p Periodicitätsmoduln durch 
2 p — 1 andere ganzzahlig ausdrücken können, so dass also das 
Integral in Wahrheit nicht 2p, sondern nur 2p — 1 von einander 
unabhängige Periodicitätsmoduln besässe. 

Setzen wir, um dies einzusehen, der Kürze wegen 

«,• + », Y Zr ^ = />,, 
so dass die Gleichung 

(1) . . . m,P, + m t P t + . . . + m 2p P 2p = 
vorausgesetzt wird. Ist nun m 2 ' der grösste gemeinschaftliche 
Theiler von m { , m t , so kann man zwei Zahlen »,, w 2 so be- 
stimmen, dass 

* », _ s. „ t = 1, 

und indem man 

2» />, + -1. j t = />; 

setzt, werden P t \ P t ' zwei neue Periodicitätsmoduln, durch welche 
man P t , P t ganzzahlig ausdrücken kann. Die Gleichung (1) geht 
nun in die Gleichung 

m 2 '/> 2 ' + m 3 i> 3 + m 4 P 4 . . . + m 2p P 2p = 
über, welche einen Modul weniger enthält. 

Ist ferner m 3 " der grösste gemeinschaftliche Factor von m 2 ' 
und m 3 , und bestimmt man n t \ w 3 ' so, dass 

-77«. hl «3 = 1 , 

m 3 2 ro 3 3 

so kann man wieder an Steile von P 2 ', P s die Periodicitätsmoduln 

n;p; + n 3 'p s = /y 

T*_ p' 4. ^ p , p" 

einführen, durch welche sich P 2 ', P 3 ganzzahlig ausdrücken lassen. 
Man hat also P t , P 2 , P 3 durch />/, /> f ", /> 8 " linear und ganz- 
zahlig ausgedrückt; die Gleichung (1) aber geht über in die 
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H %** = o, 



Gleichung 

welche nur 2 p — 2 Moduln enthält. 

Indem man auf diese Weise fortfährt, gelangt man dazu, 

* 2p— 1 



P t > P t , - - - A- dur ch neue Moduln J> , P t ", P™, 

P % t*-p -1 > ganzzahlig auszudrücken , während die Gleichung (1) in 

p 2 f-v = 
übergeht, Man kann also wirklich die 2p Periodicitätsmoduln al> 
lineare ganzzahlige Verbindungen von nur 2 p — 1 Moduln dar- 
stellen, und hat also ein Integral mit nur 2p — 1 unabhängigen 
Periodicitätsmoduln vor sich. 

Du das Integral erster Gattung für jede obere Grenze jeden 
Werth annehmen kann, so hat auch umgekehrt die obere Grenze 
als Function des Integrals betrachtet lux jeden beliebigen Werth 
des letztern jeden beliebigen Werth. Man hat also eine unend- 
lich vieldeutige Function vor sich, bei welcher es nicht sowoh 
auf den Werth der Argumente, als auf die Entstehungsweise der 
seihen ankommt , d. h. auf den Weg, welchen das Integral hal 
durchlaufen müssen, um einen gewissen Werth zu erlangen; dl 
lediglich durch diesen Weg die obere Grenze ihre Bestimmung 
findet 

§ 40. Begriff des Jaoobi'sohen Umkehrproblems. 

Die hieraus erwachsenden Schwierigkeilen hat Jacobi dadurch 
beseitigen gelehrt, dass er statt eines einzigen Integrals «lie 
Summe von p gleichartigen Integralen mit verschiedenen obern 
Grenzen gleich einer neuen Variablen v setzt. Bilden wir nun 
p Gleichungen, in deren jeder eine Summe von /> gleichartigen 
Integralen einer neuen Variable gleich gesetzt wird, so dass in 
jeder Gleichung die nämlichen obern Grenzen wiederkehren, jede 
Gleichung aber durch Benutzung eines besondern Integrals erstei 
Gattung charakterisirt ist. Diese Gleichungen verbinden 2 System«? 
von Variabein; das System der obern Grenzen (oder vielmehr der 
ihnen entsprechenden Werthepaare #, sj und die p Grössen t. 
Die Aufgabe, aus diesen Gleichungen die obern Gren- 
zen als Functionen der Grössen v aufzustellen, ist 
das Jacobi 'sehe Umkehrproblem. 

Sehen wir zunächst, wie die oben auseinandergesetzte Schwie- 
rigkeit hier zu bestehen aufhört, Die allgemeinsten Werthe der 
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v, welche durch Veränderung der Integrationswege entstehen 
(wobei wir natürlich voraussetzen, dass sämmtliche mit derselben 
ohern Grenze behafteten Integrale auch auf demselben Wege zu 
nehmen sind), gehen aus einem. Werthsysteme hervor, indem 
wir lineare und ganzzahlige Combinationen der Periodicitätsmo- 
duln demselben hinzufugen; und zwar sind die entsprechenden 
Periodicitätsmoduln der verschiedenen Integrale immer mit der- 
selben unbestimmten ganzen Zahl zu behaften. Theilen wir nun 
die p Zuwächse, welche die verschiedenen Functionen v so er- 
halten haben, in ihre 2 p reellen und imaginären Theile, so kön- 
nen wir durch passende Bestimmung der ganzen Zahlen zwar 
2p — 1 dieser Grössen beliebig klein machen , nicht aber die 
(2p) te , vielmehr wird diese letzte Grösse im Allgemeinen um so 
grösser, je kleiner man die erstem macht, je grösser also die 
Werthe der ganzen Zahlen durch fortgesetzte Näherung gemacht 
werden. In zwei Werthsystemen der» also, welche den- 
selben obern Grenzen entsprechen, sind die beiden 
Werthe wenigstens für eine der Variablen um eine 
endliche Grösse unterschieden. Man kann daher nicht 
mehr sagen, dass jedem System der obern Grenzen jedes System 
der v entspräche. Aber dies würde noch stattfinden,, sobald man 
weniger als p Integrale in einer Gleichung und weniger als p Glei- 
chungen einführen wollte, um auf sie ein Umkehrproblem zu be- 
gründen. 

Man kann das Jacobi'sche Umkehrproblem auch, wie Ja- 
cobi selbst gethan hat*), mit dem Abel'schen Theorem in Ver- 
bindung setzen. Dieses Theorem lehrt eine Summe von beliebig 
vielen gleichartigen Integralen erster Gattung durch die Summe 
von p Integralen derselben Art ersetzen, wobei die oberen Gren- 
zen algebraische Functionen der frühern werden. Man braucht 
nämlich nur durch die Puncte der Curve F (x, sj = [oder 
f (x if x 2 , x 3 ) s=a 0], welche den obern Grenzen der gegebenen 
Summe entsprechen, und durch eine passende Zahl constanter 
Puncte der Curve eine algebraische Curve zu legen, deren Schnitt- 
punetsystem dadurch vollständig bestimmt ist. Die p Puncte, 
welche dann das Schnittpunctsystem ergänzen, haben die Eigen- 
schaft, dass die Summe der ihnen entsprechenden Integrale erster 
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Gattung der negativen Summe der den gegebenen Puncten ent- 
sprechenden Integrale big auf eine Consta tite gleich wird. Wen- 
den wir diese Betrachtung auf alle p von einander unabhängigen 
integrale erster Gattung an, so haben r wir einen specieüen Fall 
des Uuikehrproblems vor uns, in welchem nämlich die Grössen 
v als negative Integratsumrnen gegeben sind, und in welchem das 
Umkehrproblem sich durch eine algebraische Gleichung ab- 
solvirL 



§ 41, FormuliruBg des UmkehrproblemSp Abel'scho 
Functionen und Transcendonten, 

Bezeichnet] wir durch x^K x m t * . . x { & die den obeni Gren- 
zen, durch c<*>, cW, . , . cW die den untern Grenzen entsprechen- 
den Puncto und Variabein. Nehmen wir ferner die Integrale 
erster Gattung in der Normalform an, dann ist das Umkehruugg- 

problem durch folgende Gleichungen gegeben: 



(1) 



JO 



Ist nun ~ irgend eine homogene Function von x, s x 
von x it x 2 > *t 3 , deren Zähler und Nenner von gleich hoher Ord- 
nung sind, so werden die Werlhe, welche diese Function Tür die 
verschiedenen p Puncle annimmt, als Wurzeln einer algebraischen 
Gleichung 



(2) 



©' 



\P-V 



+ M F = 



betrachtet werden können, deren CoefMenten Functionen der * 
sind, Diese Functionen, oder allgemeiner, symmetrische 
Functionen der p Werthe, welche eine homogene Func- 
tion nullter Dimension von x t s x , oder von a? Jt x %t x^ 
für p verschiedene Functe annimmt, sollen Abel'sche 
Functionen der zugehörigen Grössen v genannt werden. 
Die Beschränkung, welche darin Hegt, dass wir hier nu 
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symmetrische Functionen der p Werthe einer Function ^ betrach- 
ten, ist nur eine scheinbare. Denn jede rationale symmetrische 
(d. h. durch Vertauscbung zweier Puncte nicht veränderliche) Func- 
tion der Coordinatenpaare af^, s x{1) \ x< 2 >, s^y, . . . x ( p\ s x (p) 
ist bekanntlich aus Functionen der von uns betrachteten Art 
zusammensetzbar, und damit haben alle über diese speciellen 
Functionen anzustellenden Betrachtungen auch für jene allgemei- 
nem Gültigkeit, und wir können die Definition der Abel'schen 
Functionen auf letztere ausdehnen, ohne den aufgestellten Begriff 
zu erweitern oder zu verengern. 

Die allgemeinsten Werthe, welche die v durch Veränderung 
der Integrationswege bei unveränderten obern Grenzen erhalten 
können, sind: 

W = *, + 2m,» jA-1 + a Xi q x + a it q t . . . + a lp % 
(3) . . . v t= v t+* m t*V—i + ö ti?i + a ttVt • • • + <*2p q p 

V = v P + 2m P n Y^ 7 } + v?t + a p& ■ • + w 

wo die m, q beliebige ganze Zahlen bedeuten. Die Abel'schen 
Functionen bleiben offenbar ungeändert, wenn man die v durch 
die v ersetzt; sie bleiben also ungeändert, wenn man die v 
gleichzeitig um eines der folgenden 2p Systeme vermehrt: 

v t ) 2n j/^1 .... a l{ a i% . . . a lp 

(4) . . . ^ ^ ^~ 1 ' " «21 «22 • • • «*P 

v p ) ... 2*j/-i a pl a p2 ... a pp . 

Man nennt daher diese Grössensysteme die Systeme der Pe- 
rioden der Abel'schen Functionen, und diese selbst, 
da es 2p solcher Systeme giebt, 2pfach periodische 
Functionen. 

Betrachten wir ferner die Summe von p Integralen dritter 
Gattung iL , welche zwischen denselben Puncten c, x geführt 
sind und zwei gegebene Uustetigkeitspuncte g, r\ haben. Diese 
Summe 

(6) i= Zf J dII —T (sW^.-.afh 

(5). . . £j^dn^-T^^ c(i)c(2) c{p) j 

können wir, da sie als symmetrische Function der obern Grenzen 
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auftritt, die symmetrischen Functionen der letzten aber schon als 
Functionen der v betrachtet wurden, als Function der v selbst 
untersuchen. In diesem Sinne soll sie den Namen einer Ab ei- 
schen Transcendente fuhren, ebenso wie die durch Dif- 
ferentiation nach £ entstandene Function 

Beide Transcendenten werden wir, wenn alle Argumente darin 
gleichartig sind, kürzer durch 

bezeichnen. 

Als Eigenschaften der Function 7\ kennen wir zunächst die 
schon dem Integral Tl selbst zukommende, dass TV die Differenz 
zweier gleichartiger Functionen ist, deren eine nur von £, deren 
andere ebenso nur von r\ abhängt. Und mit Rücksicht auf die 
Grenzen kann man also 7\ aus vier gleichartigen Functionen 
mit je p + 1 Argumenten zusammensetzen, dergestalt, dass 
2*» = <p (xW 9 aP>. . . &, 6) — ?>(* (1) . *«. . . af\ rfi — y (c<», c&. . . cW,fi 

eine Darstellung, über welche im folgenden Abschnitt ausführ- 
licher gehandelt werden soll. 

Setzen wir ferner in den Gleichungen (5), (6) für die Inte- 
grationswege diejenigen, welche die Integralsummen v in die 
Integralsummen v (3) übergehen lassen, so ändern sich die 77, Z 
um die betreffenden Periodicitätsmoduln; und wenn man diese 
den Sätzen der vorigen Abschnitte entnimmt, so findet man fol- 
gende Bestimmung der Periodicitätsmoduln von T, T: 

Wenn die Integrationswege sich so ändern, dass 
die Integrale erster Gattung bezüglich um 

2m h 7t Y—l + a lh q i + a u q 2 + ... + a ph q p 

wachsen, so wächst 

T h(*) um 1if du t + 9j^t+ • • • + 9 p fdu 

1 \ c / v v n 



nC) 



um 9i 2| -t 9t g| -I- • • • -I- 1 f 8 | 
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§ 42. Beduotion des Umkehrproblems auf die Unter- 
suchung der Transeendenjbe 7Y . 

Die Bestimmung der Coefticienten in der Gleichung (2) als 
Functionen der v, und damit das Umkehrproblem überhaupt, 
kann auf die Untersuchung der Transcendente T als Function 
der v zurückgeführt werden, indem man jene Coefficienten zu- 
nächst durch Functionen T ausdrückt. 

Setzen wir nämlich in der Gleichung des Abel'scben Theo- 
rems (Gl. I. p. 127) für a der Reibe nach *<« , a?W . . . x&\ 
für ß aber zugleich der Reihe nach cM, c (2 >. . . cM. Setzen wir 
ferner an Stelle der Curve <p = irgend eine Curve q> — Ai// = 
des aus <p = 0, t/; = entspringenden Büschels; und bezeichnen 
wir durch r\ wie dort die Schnittpuucte von /*=0 mit if£=0, 
welche nicht zugleich auf q> = liegen, durch g aber die Schnitt- 
punete von g> — Ai//=0 mit f=0, welche nicht auf g> oder 
^ liegen. Dann erhalten wir aus dem Abel'schen Theorem die 
folgende Reihe von Gleichungen: 

*[(;)j»-*M(d^ , ]--*# , v 

(2) 

m... "* [(Ö.K-'Wte)*-»]— *£**• 
"• [(jjj»- 1 ]- 1 *^- 1 ]— *^v 

Die Paare £?? sind einander so zugeordnet wie das Abel'sche 
Theorem a. a. 0. es vorschreibt, und die Summen rechts be- 
ziehen sich auf die so gebildeten Schnittpunctepaare. Aber die 
Integrationswege sind hier ebenfalls durch das Abel'sche Theorem 
bedingt; sie sind daher möglicherweise nicht dieselben, welche 
in den Integralsummen v erscheinen, sondern würden Integral- 
summen v liefern, welche durch Periodicitätsmoduln von den- 
selben unterschieden sind. Indessen hat in Wahrheit eine Aen- 
derung in den Integrationswegen der x auf die rechten Theile 
der Summen (7) keinen Einfluss; denn wenn z. B. afü einen Pe- 
riodenweg durchläuft, so ändert sich die rechte Seite der ersten 
Gleichung (7) nur um einen Ausdruck der Form 
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wo J ein Integral erster Gattung bedeutet, und die Summe sich 
auf alle Punctepaare |, tj bezieht. Diese Summe aber versehwindet 
nach dem Abdachen Theorem, da die | t jj S chnittpun et sys lerne 
sind, welche in einander übergeführt werden können. Daher 
braucht man hierauf gar keine Rücksicht zu nehmen, und man 
findet also, indem man die Gleichungen (7) addirt, und zugleich 
von den Logarithmen zu den Zahlen übergeht: 

TT W /«<fr ^ _ * U (l) cm • ■ " <**0 



n 



\?A<o — ' 



Setzt man 

«=['-(?),.]['-(?),>] •••- xr -«. 

wo also M ausser Constanten nur Functionen T enthält, so kan 
man mit Rücksicht auf die in § 41 (2) durch M t> üf t . . 

zeichneten CocfJJcienten diese Gleichung auch in der Fo 
schreiben ; 

kP + M t IP-* + , . , + M p = iV, 

Man braucht nur diese Gleichung // mal hinter einander Für eben- 
soviel verschiedene Wer Uns von i zu litlden , um ebensoviel 
Gleichungen als Unbekannte M vor sich zu haben, welche mau 
dann mittelst dieses Systems linearer Gleichungen durch Functionen 
T ausdrücken kann. Man hat also den Satz: 

Die Goefficienten der Gleichung p iL ' n Grades, deren 
Wurzeln die p Functionen l-j ,~ sind, werden ratio- 
nal e V e r b i n d u n g e n verschiedenerTranscendenteo« ^ 

Bezüglich der Zurückfübrung des Umkehrungsproblems au 
eine solche Gleichung p len Grades mag noch bemerkt werden, 
dass die Auflösung einer einzigen solchen Gleichung 

hinreicht, um alle möglichen Functionen * auszu- 

drücken. Denn kennen wir die Wurzeln der einen Gleichung 
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so kann die Bestimmung der entsprechenden p Werthe einer 

andern Function ~ immer auf lineare Gleichungen zurückgeführt* 

werden. Bilden wir nämlich der Reihe nach die Gleichungen 
p\ea Grades, deren Wurzeln die p Werthe der Functionen 

sind, und entnehmen wir jeder dieser Gleichungen den Ausdruck 
für die Summen der Wurzeln, so haben wir Gleichungen der 
Form 

(}) Ä (D + ($),« + - • • + ( J),« =^ 

(ii».-(ö^+(a»-ö)>-+(-iW(r^^ 

wo links rationale Verbindungen verschiedener Functionen e T 
stehen. Da die Coefficienten der Gleichungen als bekannt voraus- 
gesetzt werden, so genügen dieselben, um die Functionen l _J (|) 
linear aus ihnen zu bestimmen. 

§ 43. Erweitertes Umkehrproblem. 

Man kann das Jacobi'sche Umkehrproblem in folgender 
Weise erweitern. Nehmen wir p Summen von je p + q gleich- 
artigen Integralen erster Gattung mit den obern Grenzpuncten 
xM, afl) . . . xto+g) U nd den untern d l) , c™ . . . ^^» 
gleich gegebenen Grössen v lt v t . . . v an; ausserdem aber 
q Summen von je p + q gleichartigen Integralen dritter Gat- 
tung mit den nämlichen Grenzen gleich gegebenen Grössen 
n> t , w t . . . n> . Die Unstetigkeitspuncte der Integrale dritter 
Gattung seien, p 1 ), tf l >; {W f rf); . . . #*>, tfi*>. Dann sind 
die Gleichungen des erweiterten Umkebrproblems 
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äJi» du *= v * 



§48. 



(1) 



*fi^« ,fl, e ' ,1 ', w= *« 

Die Aufgabe ist hier, die Werthepaare <r, s^ oder die CoordinaU» 
der obern~Grenzpuncte als Functioneu der Grössen v ,w darzustel- 
len, oder als solche die CoefGcienten einer Gleichung 

cr+'.(5r~W5r-' ••+*...-• 

darzustellen, deren Wurzeln die den obern Grenzen entsprechen- 
den Werthe einer homogenen Function ^ sind, deren Zähler und 
Nenner gleich hohe Ordnung haben. 

Man kann dieses Umkehrproblem mit Hülfe des Abel'scheü 
Theorems auf das Jacobi'sche zurückführen. Bestimmen wir 
zunächst bei beliebig gewählten untern Grenzpuucten cM q + l) , 
cfr+tf+2) . . . c (2p+?) obere Grenzpuncte a? f *+*+ 1) , a*P+ *+*>... \ 
x&p+q) so, dass für die entsprechenden Integrale erster Gattung 
die Gleichungen gelten: 

=, Ä <P+f+0 

// t • •* du. = — v. 

i= P Jp\t\*l 

(2) • • • {texA+.+O *«» = - '» 



i= P JbitW 



,£X --*«- = ■ 






V 
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was mit Hülfe des Jacobi'sclien* Umkehrproblems geschieht, so 
gehen die p ersten Gleichungen des Systems (1) in 

ober; Gleichungen, welche nach dem Abel'schen Theorem aus- 
sagen, dass, sobald die untern Grenzpuncte mit festen Piinclcn 
der Curve /* = auf einer Curve m ter Ordnung liegen, auch die 
obern Grenzpuncte mit denselben sich auf einer solchen Curve 
befinden. Nehmen wir aber solche feste Puncte in genügender 
Anzahl an, und legen durch sie und die 2p + q Puncte c eine 
Curve *P = 0, durch sie und die schon jetzt bekannten Puncte 
«M-f+D, *<!»+«+*> . . . aP*+ä eine Curve Q = 0, die auch 
die gesuchten Puncte xM, x^ . . . #0»+$) enthalten soll, und in 
welcher man ausserdem so viel Coefficienten gleich Null anneh- 
men kann, als durch Anwendung von f = zerstörbar sind. 
Dann erhalten wir, indem wir auch zu den übrigen Gleichungen 
des Systems (1) die den Puncten xtp+i+v, x Ip+*+*) ... aP**** 
entsprechenden Integrale auf beiden Seiten addiren, und dann 
links das Abel'sche Theorem anwenden: 

1{ * [v) n n - log (w)^) = "* + T W> (cOM-f +» . . W> ) 

h = 1, 2 . . . q. 
Setzt man nun der Kürze wegen 

so dass /, , / 2 . . . Z vollkommen gegebene Grössen sind, so hat man 
also für die Bestimmung der Function d> folgende Gleichungen: 

d> U) — i t 0^(i) = 

(4) . . . * n M-h*$n = 

*»<*> — Z Ä <&.*(*) = 0. 

Diese Gleichungen, welche für die Coefficienten von & linear 

$ tad, genügen vollkommen, um dieselben zu bestimmen. Denn 

68 waren in d> zunächst so viel Coeföcienten zu Null gemacht, 

*k durch Hinzufügung von f = zum Verschwinden gebracht 

* e rden konnten, und sodann soviel Schnittpuncte von & = mit 

' ==55 gegeben, dass nur /> + q derselben übrig blieben. Da 

nun ff Schnittpuncte immer durch die übrigen bestimmt sind , so 

* ebsch u. Gordan, Th< i or. d. Aliel'si-hon Fuacl. 10 
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müssen q Gleichungen hinreichen, um die Function <£ vollends 
bestimmen , was durch die Gleichungen (4) erreicht wird. 

Wir bestimmen also auf diese Weise die Puncto 
x^ t 3**) m . . ä^+*', welche wir suchen, als die noch ui 
bekannten p + # Sehnittpunete der Cur ven /"=(), <£=0 
deren vollständige Bestimmung im Vorigen g e z e ig t ist 

Nun kannte es freilich scheinen, als ob zur vollständige 
Bestimmung der Function C0 auch die vollständige Auflösung 
derjenigen Gleichung p ien Grades gefordert wurde, von welcher 
die Bestimmung der Hütlspuncte «<*+*+*>, #<?+?+ s> __ m gpp+il 
abhängt. Aber in Wirklichkeit genügt es schon, die syunne iri- 
schen Functionen der Coordinaten dieser Puncto zu kennen, 
welche sich, wie oben gezeigt, als rationale Comhinationen ver- 

sehiedener Functionen e w darstellen* Bilden wir nämlich du 1 
Gleichungen 

Vfelcbe aussagen, dass jene Puncte auf der Curve (& = ö liegen 
sollen, so können wir doch an Stelle dieser Gleichungen ttic 
P Gleichungen setzen 



(5).. 



1=1 



wo 0, , @ 2 , . . von einander unabhängige gebrochene rationa 
Functionen sind, weiche man, wenn homogene Coordinaten angewaml 
werden, so schreiben muss, dass Zähler und Nenner der Ausdruck 
& , von gleich hoher Ordnung werden. Diese Gleichungen sagei 
genau dasselbe aus, wie die früheren, da ihre Determinante uV 
Voraussetzung nach nicht verschwindet, und sie enthalten nur 
noch symmetrische Functionen der p Puncte, welche im Vorigen 

durch die Functionen £ ?'/ ausgedrückt wurden. Wendet man 
die Gleichungen (4), (5) zur Bestimmung der Function an 
und lugt etwa noch die Bedingungen hinzu, welche aussagen, dtti 
= durch die Doppel- und Rüekkehrpuncte gehen soll, m 
hat man die genügende Anzahl von Gleichungen vor sich, um <)»< 
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Coefficienten von & linear zu bestimmen. Und zwar drücken 
alle Coefficienten von & sich hiernach rational durch 
die Grössen e n ' und durch verschiedene Transcendeuten 

rp 

e In aus. Das erweiterte Umkehrproblem hat also die letztern 
mit dem ursprunglichen gemein. 

Man kann nun auch, wie es dort geschah, die Werthe, welche 

eine gegebene Function ? für die gesuchten Puncte xM,xPK..afii ,) 

annimmt, als Wurzeln einer Gleichung darstellen, deren Coeffi- 
cienten rationale Functionen der e w und verschiedener Transcen- 

rp 

denlen e $n werden. Wir brauchen nämlich nur die oben an- 
gewandten Ausgangsformeln hier für alle p + q gesuchten Punclc- 
paare c, x hinzuschreiben: 

"* [(»).„- *] - * Kö,,, - *] — *£«* 

w • ■ • ■* fö) - - »] - "» [(*),,» - »] — *f> "* 



(P+V) 



h »[(Ö>..- 1 ]- h »[(?)*«-0— '^hrtr 

wo wieder die g die Schnittpuncte von f=0 mit <p — ty = 0, 
die v\ die Schnittpuncte von f=0 mit ty = bedeuten. Indem 
man nun wieder summirt, erhält man 

*[(ö^-»][(;)>-»] ■••[(?)*«- ») 

= -^{y- (1) ^, +/, a • • • + fw ^iJ- 

Die rechte Seite dieser Gleichung, vermehrt um die Summe 

/o;(H-tf+i) . . . x( 2 P+rt\ 
~ T £n \ c (H-«+i) . . . cVP+rt)' 

lst nach dem Abdachen Theorem gleich 

KCl) •(*;)]• 

10* 
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wo <t>. *P die oben definirten Ausdrücke bedeuten, so dass jene 
Seite diesem Logarithmus vermehrt um 

gleich wird. Trägt mau dies ein und geht von den Logarithmen 
zu den Zahlen über, so hat man 

(7) [@.,.,-']feLr']-[(;U-'] 



#JU • W (i) *.(2) - 9* (2) —ZT ( x[pJtqH) 

^ ? 7 5 



:)• 



s 



Setzen wir in (7) für X wieder der Reihe nach X lt X t . . . X . . 
so haben wir lineare Gleichungen, um die symmetrischen Func- 
tionen der Grössen ( ? | zu bilden, und also die Coefficienten der 

Gleichung darzustellen, deren Wurzeln dieselben sind. Auch die« 
Ausdrücke sind, wie man sieht, rationale Functionen der 

e* und verschiedener Transcendenten e «, wie dies bei 
den früheren Problemen der Fall war. 

Die Bemerkung des § 42, dass die Kenntniss eines Func- 
tion ensystems ^ genügt, um alle andern daraus linear zu be- , 
stimmen, bleibt hier natürlich vollkommen in Gültigkeit. 



§ 44. Perioden der Functionen des erweiterten 
Umkehrproblems. Modifikation beim Eintreten von Inte- 
gralen zweiter Gattung. 

Bezeichnen wir auch diese symmetrischen Functionen als 
Abel'scheFunctionen, so sehen wir, dass dieselben ebenfalls 
periodische Functionen ihrer Argumente v t , v % . . . v , w t , w 2 . . .* q 
sind. Nun ist das allgemeinste Werthsystem, welches aus einem 
gegebenen System v l9 v 2 . .. . v , rv lt w 2 . . . tv durch Ab- 
änderung der Integrationswege entstehen kann, das folgende: 
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v t ' = v t + 2m t n}/— 1 + £ a^ q h 



A=» 



v;=v p +2m p ny=l+ h £ i a ph g A 

/ h ~ p f 

rv t = w t + 2/1, ny— 1 + ^£qj^ du h 

h=p 4 

»;= w t + 2n 2 ny— 1 + £ qj {2) du h 

h = l tj 



._ h=p / 

fv = n> + 2n ny— 1 + £ qj (q) du h . 

* * * h=.l ij 

Diese Functionen sind also 2/> + #faeli periodisch; 
und zwar erscheinen hier p + q Perioden 2ny — 1, welche den ver- 
schiedenen Argumenten unabhängig von einander zukommen. 

Wir können auch Transcendenten diesem erweiterten Um- 
kehrproblem entsprechend bilden. Aber wie oben schon ge- 
zeigt, unterscheidet sich eine Summe von p + q gleichartigen 
Integralen dritter Gattung von der negativ genommenen Trans- 

cendente T.i (p+q+i) ) nur '»« den Logarithmus einer Func- 
tion, welche, wie oben gezeigt, aus den e w und verschiedenen Aus- 

drucken c in sich rational zusammensetzt. Bezeichnen wir näm- 
lich durch TuM die Transcendente des erweiterten Umkehrpro- 
blems 

T <*> (x {1 \ x {2) . . . x { ^\ _ i= g"An 

* \c {1) , ^ . . . c ip ™J ~ <=i W dU *i' 
wenn darin die Integrationswege mit denen der Gleichungen (10) 
übereinstimmen, so haben wir bei der oben bereits getroffenen 
Wahl der Integrationswege in T: 

T ^/x {i Kx w ...x^\ „ /x { "* H K..aP»'\ . *y* 

^ diese Transcendente knöpft sich eine zweite Behandlung des 
er *veiterten Umkehrproblems, bei welcher man die symme- 



150 Sechster Abschnitt. § 44. 

trischen Functionen der Werthe von - ganz ebenso auf die Tran- 

r 
scendente T^ zurückführt, wie oben bei dem Jacobi' sehen Um- 
kehrproblem die entsprechenden Functionen auf IV zurückge- 
führt wurden. 

Aus" der obigen Gleichung für T^ erhält man durch Dif- 
ferentiation eine andre, welche die Transcendente 

r M{x W , * (2) . . . a>+*>\ _J=$*f\ 7 
* \c w , c <2) . . . c™) ~~ LI"™* 
auf Tu zurückführt. Denn man hat bei gleicher Wahl der Inte- 
grationswege in Tui 

T * { c a \ c (2) . . . c {p + q) ) - - ** \ c {p +« +l K . . c (2 ^j ~ Fi log v{ 

Von Wichtigkeit ist ferner die Bemerkung, dass von den in 
dem erweiterten Umkehrproblem gegebenen Integralen dritter 
Gattung einige durch das Zusammenrücken der betreffenden üb- 
stetigkeitspuncte £, v\ in Integrale zweiter Gattung übergeh« 
können. Bei denjenigen Grössen tv, für welche dies eintritt, 
verschwindet dann die von den Integralen dritter Gattung her- 
rührende logarithmische Periode 2wt]/ — 1; wenn also r Integral- 
summen dritter Gattung in Integralsummen zweiter 
Gattung übergehen, so sind die entsprechenden Ari- 
schen Functionen nur (2p + q — r)fach periodisch. In 
der Behandlung des Umkehrproblems aber würde hierbei eine 
Modifikation eintreten. 

Eine hieher gehörige der Gleichungen (1) lautet nämlich 
nicht mehr: 

-..» * {h) 



sondern 



h 



■P + 9 * 



Indem man also jetzt rechts und links die den p Hülfsgrössen 
x entsprechenden Integrale hinzufügt, findet man: 

h=*r +q * {/i) /a^+2 +1) x {2p+q) \ 
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und daher mit Anwendung des Ahel'schcn Theorems: 

_ djog ^ _ . , T /*W> . . . Ä W+Dv . 

aj« y (o — « "*" £ (,) \ c ( '+*+ 1) . . . c {2pU) ) 

oder 

Dieses ist ebenfalls eine lineare Gleichung für die CoefGcienten 

von und sie niuss an Stelle der entsprechenden Gleichung (4) 

gesetzt werden. Die Coefllcienten von enthalten also die / in 

T 
rationaler Weise*, und ausser verschiedenen Functionen e £v auch 

dT 

noch Functionen 2°* = -*P, welche den Integralsummen zweiter 

Gattung entsprechen. 

Aber hierin besteht auch in der That die ganze Veränderung. 
Denn wenn man übrigens die Behandlungsweise des erweiterten 
Umkehrproblems beibehält, ergiebt sich nur eine Veränderung 
in den Ausdrucken der 7V , insofern diese von abhängen und 
also durch die veränderte Bildungsweise dieser Function modi- 
fidrt werden. 

Von besonderm Interesse ist der Fall des erweiterten Um- 
kehrproblems, in welchem die Integrale dritter und zweiter 
Gattung solche sind, welche in den Doppel- und Rückjtehrpuncten 
von f=0 unstetig werden. 



Siebenter Abschnitt 

Die Function 7^. 



§ 45. Zerlegung der Function T* in die Differenz zweier 
Functionen, deren jede nur von p + 2 Puncten abhängt 

Die Transcendente 

r * (>; > : : : «*>) =^ + ^ ■ • • + 4*°*:. j 

liäugt im Ganzen noch von 2p + 2 Puncten ab, nämlich von &. 
von 17 und von den 2p Grenzen der benutzten Integrale. Aber 
mir haben schon oben (§ 41) darauf aufmerksam gemacht, da» 
diese Transcendente sich aus vier Functionen zusammensetzen 
lässt* welche nur von je p + 1 Argumenten abhängen , derge- 
stalt, dass 

T^ (*)=*(*«), *«...; Ö — 9(*W, *«...; 1?) - ¥>(*«. «<*>...; Q 

Die Function 9 ist keineswegs bestimmt; vielmehr kann 
q>(x {l) , x (2) . - .; S) um eine beliebige Function der x und ausserdem 
um eine beliebige Function von £ geändert werden; wenn sodann 
auch die andern Functionen die entsprechenden Aenderungen er- 
fahren, so bleibt der Ausdruck für 7\ völlig ungeändert. 

Man kann nun eine Theilung von TV sehr leicht auf die 
Art bewerkstelligen, dass man 7\ in die Differenz zweier Inte- 
gralsummen mit beliebig gewählten untern Grenzen zerlegt, und 
dann mit Einfuhrung eines neuen constanten Puncts f und mit 
Benutzung der Formel 
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jede dieser Summen wieder als Differenz darstellt. Aber der 
hiedurch gemachte Fortschritt ist nur ein scheinbarer, da p + 1 
neue Grössen eingeführt worden sind, und also jeder der vier 
Theile wieder von 2p + 2 Grössen abhängt. Will man daher die 
Function 7V auf genuine Weise in Functionen zerlegen, welche 
von einer geringern Anzahl von Grössen abhängen, so muss man 
einen andern Weg einschlagen. 

Bemerken wir zunächst Folgendes. Wenn man zwei Curven 
(n — 2) ter Ordnung legt, welche durch die ubggen auf der Geraden 
& i} liegenden Puncto von f= 0, und durch die Doppel- und Rück- 
kehrpuncte von f = gehen , und von denen sodann die eine 
noch durch die Puncte x, die andre durch die Puncte a geht, 
so sind beide Gurven genau bestimmt, und jede derselben schneidet 
f=0 noch in p andern Puncten. Die mit den x auf einer 
Curve gelegenen seien y (1) , y {2) . . . y^\ die mit den et auf einer 
Curve gelegenen ß^\ ßW...ß(P\ Es hängen dann die y nur von 
den x und von £, tj, die ß nur von den a und £, rj ab. Aber 
die beiden Curven stehen in der besondern Beziehung zu einan- 
der, dass sie sich mit f=0 in n — 2 Puncten schneiden, welche 
auf einer Geraden liegen. Daher tritt hier der Fall des Satzes 
(§ 13. 6.) ein, wonach die Summe der entsprechenden Integrale 
dritter Gattung bei Bildung des Abdachen Satzes nicht einer 
logarithmischen Function gleich wird, sondern verschwindet. 
Daher hat man 

h _ p Jh) A _ p y (h) 

wobei die Integrationswege der zweiten Summe so zu wählen 
sind, dass, wenn man in der ersten die x den et nähert, indem 
man die Integrationswege verschwindend klein macht, sich auch 
die y den ß so nähern, dass die Integrationswege verschwindend 
klein werden; und wo natürlich ein und derselbe Weg von 
| nach rj von allen Integrationswegen nicht geschnitten wird. 
Diese Gleichung kann man nun auch in die Form kleiden: 

/f=zp y / t =p :v x /,= P y 

2 2 (kx dTl, — 2 f tn dn tt — 2 ( tn dn h ; 

dabei müssen nun auch die Integrationswege so genommen werden, 
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dass diese Formel mit der vorigen übereinkommt. Es muss also 
der Integrationsweg von yW bis x {h) sich aus dem früher von 
aW nach xW gelegten Wege und einem von y( h) nach «W geleg- 
ten zusammensetzen, während der letztere mit dem frühern Wege 
von ßW nach t/W den neuen Weg von ßM nach aW liefert. Wenn 
wir nun die Functionen T einführen und bei jeder derselben 
die hier stattfindenden obern und untern Grenzwerthe bemerken, 
so haben wir: 

m T /* (1 U m .,.* w \_, T /* (1 U (2) ...* W \ 

_, T /« (1 >, a (2, ...« ( "'\. 
* *' V l> . P W ...P W A 
eine Gleichung, weiche wir, da die unlern Grenzen rechts durch 
die obern bestiniuit sind, der Einfachheit wegen in der Form 
schreiben wollen 

T *(:)=*v*>-*v«>. 

in welcher rechts die untern Grenzen nicht besouders angegeben 
sind. Wir sehen hier ohne Einführung neiier Constanten die allge- 
meine Function Tu in die halbe Differenz zweier ancjern Functionen 
derselben Art umgeformt, deren eine keine Spur der a, deren 
andre keine Spur der x mehr enthält, deren jede also nur noch 
von p + 2 Grössen abhängig ist. Wir werden also fortan die 
einfachere Function 

fx {i \ x {2) . . x {p) \ 

^ T ln ( (D* (2) " " " (p) ) = £ r ftW 
\y , y . . . y / 

zu untersuchen haben. 

Die Function ^ T*{x) ist die Differenz zweier 
gleichartigen Functionen, deren eine §, nicht aber ij 
enthält, während die andere sich von ersterer da- 
durch unterscheidet, dass rj an die Stelle von g ge- 
treten ist. Diese Eigenschaft erscheint in dem obigen Ausdruck 
verdeckt, da auch die untern Grenzen y noch von £, n\ abhängen; 
es ist deswegen nothwendig, sie zu beweisen. 
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§ 46. Beweis für die Zerlegbarkeit der Function \ T^(x) 
in zwei von nur p + 1 Puncten abhängige Functionen. 

Bemerken wir zu diesem Zwecke, dass nach der Formel (1) 
unser Ausdruck sich durch 

a (i 

darstellen lässt, wo die a irgend p conslante Puncte bedeuten. 
Von dem ersten Theile dieses Ausdrucks wissen wir schon, dass 
er die erforderliche Eigenschaft besitzt, welche constanten Puncte 
a wir auch wählen; es ist daher nur der zweite Ausdruck noch 
zu betrachten, in welchem die ß noch von £, rj abhängig sind. 
Nähern wir nun die p constanten Puncte a einer solchen Lage, 
bei welcher sie sich mit den Doppel- und Rückkehrpuucten von 
f=0 auf einer Curve (n — 3) tcr Ordnung befinden. Alsdann 
geht die Curve (n — 2) lcl Ordnung, auf welcher die a und ß mit 
jenen Ausnahmspuncten und mit den n — 2 übrigen Puncten 
der Linie t-rj liegen sollen, in die Verbindung dieser Curve 
(n — 3) ter Ordnung mit der Linie |i? selbst über. Von den 
Puncten ß also fallen zwei in |, r\ selbst, während die p — 2 
übrigen in die übrigen Schniltpuncle der Curve (n — 3) lcr Ordnung 
mit der Curve f=0 fallen. Von den p Gliedern der Summe 

£ /' an. 

JJß) m 
p 

erhalten also />— 2 constante Grenzen, und besitzen demnach eben- 
falls die Eigenschaft, in die Differenz von zwei Functionen zu zer- 
fallen, deren eine nicht mehr von % deren andere nicht mehr von § 
abhängt. Daher bleibt nur die Grenze zu untersuchen, welcher 
sich die beiden übrigen Integrale nähern, deren untere Grenzen 
wir vorläufig als von £, r\ wenig verschieden annehmen, und so- 
mit durch £ + öx, rj + öy bezeichnen wollen. Die aus diesem 
Grenzübergang hervorgehende Integralsumme bedarf einer genaue- 
ren Untersuchung, weil in derselben die unteren Grenzen mit Un- 
stetigkeitspuneten zusammenfallen. Statt der Integrale 

/ an. + /' an. 

können wir aber zunächst nach einem oft angewandten Theorem 
setzen : 
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« (i > a (l) « (2) . «<*> 

f dn^ — f dn ' r + f m^ — f dn r . 

Im zweiteu und dritten dieser Integrale kann man den Grenz- 
übergang sofort ausführen, und erhält 

J 2 ) J 1 * 



Sdiix-l*n^ 



in welcher Differenz wegen des Salzes über Vertauschung von 
Parameter und Argument die von £, r\ zugleich abhängenden 
Theile sich zerstören, denn man hat sofort 

a (2) a (D 

* » «<*> . „< i > 

= f dn s.+f dn .t+{ ^-{""«-{m«-/^. 

wo in der That das erste positive Glied gegen das erste negative 
sich aufhebt. Es bleibt also endlich der Ausdruck zu betrachte: 

J 1 ) J*> 



lim]/ rf27,. — / dllA- 



Addirt man nun unter dem ersten Integralzeichen d log H± x^ 
so entsteht das Integral 

7 rf(ii Ä (*)+iog-r±« I « a ), 

welches im Puncte £ nicht mehr unstetig ist und daher unmittel- 
bar in das Integral von § bis aW verwandelt werden kann, welches 
nur noch von § abhängt. Ebenso wird das letzte der obigen 
Integrale durch »Zufügung von d log 2. + y,ifc? s in 
*< 2 > 
f d(II.{y) + log 2+ y lVt ti 

verwandelt, welches in tj stetig ist, daher durch das Integral von 
r\ bis a (2 > ersetzt werden kann, und also nur von rj abhängt. 

So ist die Betrachtung unseres Ausdrucks zurückgeführt auf 
die Untersuchung der Summe der oben zugefügten Integrale, 
welche wieder abgezogen werden müssen, und so die Terrae 
liefern : 

-y (1) d\ogZ±x l '^+f {2) dlogZ±y lVt t 9 
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_ _ |„» ( £ ± fc ifeCi .S±«, (2 '»?,?A 

- og U±«, ,i) i,f s ' jr ±^"«W' 

bei welchem wir übrigens nur auf den Ausdruck 

zu achten haben, da die andern Theile die geforderte Eigenschaft 
bereits besitzen. 

Die Differentiale ix, öy sind dadurch an einander gebunden, 
dass der Voraussetzung nach die Puncte £ + ix, r\ + iy immer 
mit den n — 2 andern Puncten der Geraden £1/, mit den Doppel- 
uod Rückkehrpuncten und p constanten Puncten a auf einer 
Curve (n — 2) ter Ordnung liegen müssen. Die hierdurch* aus- 
gesprochene Bedingung ist genau so zu bilden, wie die Function 
(n — 2) ter Ordnung Sl, welche unter dem Integralzeichen des Inte- 
grals dritter Gattung im Zähler steht, und deren Bildung wir im 
ersten . Abschnitt ausführlich gelehrt haben. Wir erhalten eine 

Determinante von — *—z — Reihen, welche das Resultat einer Eli- 
mination ist. Bezeichnen wir durch rv = die Gleichung einer 
Gurre (n — 2) ter Ordnung, und wird, wenn darin §, + 1%, £* + ty 8 » 
4 + ^s an Stelle der Variabein tretön, 

»(* + *i) = * + h t + l\ • • ■ + ^- 2 ^_ 2 : 
wird ferner 

so schreibe man zunächst die Gleichung n> = 0, geschrieben 
mit den Variabein | + ix, sodann mit v\ + iy, ferner geschrieben 
mit den constanten Argumenten, welche den Doppel- und Rück- 
kehrpuncten und den Puncten cc entsprechen. Diesen Gleichungen 
fuge man das System hinzu: 

v —put 



V_ 2 = ^ n _ y 

Man eliminire die Coefficienten von rv, welche auch in den v 
linear vorkommen, und fi; das Resultat ist nach § die ge- 
suchte Gleichung. 
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Aber an Stelle der Gleichungen 

w ■'! + dx) = 0, w ti + 6y ■■= 
kann man die Gleichungen setzen: 

Indem diese Gleichungen an Stelle der beiden ersten treten, ent- 
halten die ersten Reihen der Eliminationsdeterminante nur noch 
unendlich kleine Tenne, bis auf die letzten Glieder, welche be- 
zuglich — w, und — ii sind. Um also nur Tenne erster Ord- 
nung zu erhalten, müssen wir die Determinante auf die mit diesen 
Elementen u t und u nl behafteten Glieder beschranken. Die ent- 
wickelte Determinante hat also die Form 
Au nl — Bu x = 0, 

wo A und B Determinanten sind, welche sich nur durch eine 
Reihe unterscheiden. Es entsteht nämlich A = aus der Eli- 
mination der Coefficienten von w aus den Gleichungen 

. w (| + öx) = 
w (a n) ) = 
w (a (2) ) = 



v = 
v t =0 

während bei B nur die erste Gleichung durch 

i i 

» (v + 'y) = ° 

zu ersetzen ist. Daher ist A = 0, wenn darin die Grössen 
§ + dx als die Variabein betrachtet werden, eine Curve (w— 2)** 
Ordnung, welche durch die Coordinaten £ t . + lr\ v für welche 

w (£ + Iti) = v + kv t . . . + X»" 1 v n _ 19 

identisch befriedigt wird, welche also die Gerade ify als Factor ent- 
hält, und welche daher ausserdem nur noch aus der Curve (n— 3)** 
Ordnung bestehen kann, welche durch die Puncte a und durch 
die Doppel- und Rückkehrpuncte bestimmt ist. Sei die Gleichung 
der letztern & (§ + <M = 0, so ist also 
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A = M . O (| + 8x) . £ + ({ + ix,)**,. 
wo M von den § + ix nicht mehr abhängt. Daher auch 

B = M. (r, + oy) . S ± fo f + dy^lr 
Mit Hinweglassung des Factors M und indem wir m„_ 1 , «j durch 
ihre Werthe ersetzen, wird also unsere Bedingungsgleichung 

oder wenn wir jetzt den Grenzübergang ausführen: 

•<B*±*.A%(i,i 1 +*l ! +t. ! f) 

Da nun £ + ix auf der' Curve /* = liegen muss, hat man 
und die identische Gleichung 



6x t 8x t 8x 3 2^ te, 

i. t. i. *^U 

r, v n 2 d J^n 



^ 



f 3 ~W. f >' 



= 



liefert also 



2±6x t t t V, = 2±te,t& 



dt. '•• 



81. s < 



Ebenso hat man 



i 

dy. '* 
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Setzt man diese Wrrtbe in die obige Bedingongsgleichung ein 
und entfernt überflüssige Factoreu, so bat man 

Der zu untersuchende Logarithmus wird also 

welcher offenbar die Differenz einer Function Ton § und einer 
Function von i\ ist, nie oben verlangt wurde. 

So haben wir dargethan, dass unsere von nur p + 2 Grössen 
abhängige Transcendente 

* T * V 11 y 1 -' • / 

die wesentliche Eigenschaft noch besitzt, dass sie in einen m 
von ?/ und in einen nur von § abhängigen Theil zerfällt, « 
dieses der ursprünglichen Transcendente T ip mit 2p + 2 Alf* 
menten zukam. 

Es folgt hieraus, dass, wenn man drei verschiedene Tran- 
scendenten T- , T., TV bildet, deren obere Grenzen immer die 

Vi r i<* V» 

nämlichen Puncte x sind, deren untere Grenzen aber nach fler 
oben angegebenen Construction entstehen und bezüglich durch 
y y z, t bezeichnet werden mögen, die Summe aller drei bei pas- 
send gelegten Wegen verschwindet, so dass 

§ 47. TJeber den Character der speciellen 
Transcendente TAx). 

Um den Character und die Art der Bestimmtheit der nett 
eingeführten Transcendente völlig hervortreten zu lassen, fugen 
wir noch folgende Erläuterungen hinzu. 

Gehen wir zunächst von den p festen Puncten c aus, welche 
die untern Grenzpuncte des Umkehrproblems sind, und welche 
nur nicht mit den Doppel- und Rückkelirpuncten auf einer Curve 
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(n — 3) ter Ordnung liegen sollen. *) Diese Puncto seien die obern 
Grenzen einer solchen Transcendente, zwei feste Puncle X, (i ihre 
Parameter. Sie bestimmen p andere Puncte b als untere Gren- 
zen; ordnen wir diese den c in beliebiger Weise zu, und ver- 
binden die zugeordneten Paare durch bestimmte Integrationswege, 
welche einen beliebig vorgeschriebenen Weg von X nach (i nicht 
schneiden, so erhalten wir eine vollkommen bestimmte Function 
T x (c), welche eine Constante ist. 

Wir können übrigens in dieser Constante die Zuordnung der 
c, b verändern, wenn wir folgende Vorsichtsmassregeln beobachten. 
Verbinden wir alle Puncte c in der imaginären Ebene durch be- 
stimmte, die Parametercurve X, (i nicht schneidende Wege mit einem 
gegebenen Puncte 0, welcher ebenfalls einem bestimmten Puncte 
von f=0 entspricht. Setzen wir dann fest, dass bei veränderter 
Zuordnung der b zu den c die neuen Integrationswege sich aus 
den ursprünglichen und aus diesen ueuen Linien zusammensetzen 
sollen, so bleibt der Werth von T x (c) dadurch völlig ungeändert. 

Lassen wir nun den einen Parameter sich von X nach £ hin 
bewegen, wobei die Puncte e, p vollkommen fest bleiben sollen. 
Hierbei bewegen sich zugleich die Puncte b und gehen schliess- 
lich in gewisse andre Puncte b' über. .Das Differential der Trans- 
cendente IV ist in jeder Lage völlig bestimmt (vgl. auch §51.); 

t *r' 

aber es kann vorkommen, dass der Werth von T t unendlich 
gross wird. Nach den Eigenschaften des Integrals dritter Gattung 
könnte dies dadurch eintreten, dass einer der Puncle £, p mit 
einem der Puncte c, b' zusammenfällt; also, da fi und die c als 
constant gelten, in folgenden Fällen: 

1) wenn £ mit einem der Puncte c zusammenfällt, 

2) wenn £ mit einem der Puncte b' zusammenfällt, 

3) wenn (i mit einem der Puncte b' zusammenfällt. 

Aber in der That begründet nur der erste Fall ein Unend- 
lichwerden, indem die andern beiden Fälle gar nicht eintreten 
können. Wenn nämlich einer der Parameter, etwa §, mit einein 
der b' zusammenfallen sollte, so hätte die Curve (;i— 2) ler Ordnung, 



•) Diese Voraussetzung ist hier der Kürze wegen gemacht. Es hat 
keine wesentliche Schwierigkeit, auch die entgegengesetzte zu be- 
bandeln. 

Clebsch u. Gordan, Theor. d. Abel'schen Funct. 11 
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weiche die b' bestimmt, m — 1 Puncte mit der Geraden §>* ge- 
raein und enthielte daher diese ganz; daher raupte ein zweiter 
der Puncte b* in p fallen, und die p — 2 übrigen Puncte ti lägen 
mit den Puncien r auf einer durch die Doppel- und Rückkehr* 
puncte gehenden Ctirre {»— 3) 1 ** Ordnung» was der über die c 
gemachten Voraussetzung nach unmöglich i$L 

Indem man also den Punet | sich so bewegen Jässt, dass er 
niemals mit einem der Puncte c zusammenfallt, bleibt die Function 
JV c jederzeit endlich und bestimmt Da bei der ganzen Be- 
wegung keiner der Parameter mit einem der Grenzpuncte zu- 
sammenfällt» so macht auch die in der Definition des Integra 
dritter Gattung liegende Bedingung keine Schwierigkeit, dass 
_,wj,~,* die 1*11 IM Im rerhindeade Gnrve von den Inie^ratio 
wegen niemals geschnitten werden soll. Keine dieser Gurren 
absolut fest, sondern innerhalb der für lulegraüoitswege überha 
gestatteten Grenzen an und für sich verschiebbar* Bewegen sie! 
nun alle diese Gurren mit £, so kann man den Integralionswe 
oder der Curve fi| jederzeit solche Ausweichungen ertheüen, 
ein Schnitt nicht erfolgt. Und es ist nicht einmal nüthig, 
Ausweichungen conlinutrÜch erfolgen zu lassen; alle diese Cu 
können in jedem Moment nach Uedürfniss gelegt werden, 
man will, so lauge jede für sich nur aus einer Lage in die andc 
ohne Ueherschreiiung der Unstetigkeits- oder VerzweigungspuucU 
geführt werden kann, Die Inlegralionscurven können selhsl 
geändert werden, dass man beide Unstetigkeitspuncte zugleirl 
überschreitet; und die Parametercurve kann so verlegt werde 
datt dahei zwei zusammengehörige Grenzpuncte gleichzeitig über 
schritten werden* Denn es ändert den Werlh des Integrals drittel 
Gattung nicht, wenn man einen Integrationsweg durch einen 
dem so ersetzt, dass die zwischen den Parametern verlaufend 
Curve ganz zwischen beiden hegt, und ebenso wird dieser Wer 
nicht geändert, wenn man die Parameter curve so durch ein 
rindere ersetzt, dass zwischen beiden der ganze Integraliousne 
enthalten ist. 

Da hier die Transceiulcnte T t ie) nicht blos bis auf Perio- 
den, sondern absolut hcslirmnl ist, so ist auch \ TV fc) vollständig 
bestimmt. Wir können ferner auf diese einfache Werthereihe 



zunächst die Tränacendetife T^[e) zurückführen, 
durch die Gleichung 



wenn wir 
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(1). . . T^(c) = T^(c)-T nfi {c) 

definiren. Wenn | und v\ auf bestimmten Wegen aus X ent- 
standen sind, so liegt der Werth von 7\ (c) aus dieser Formel 
vollständig fest. 

Endlich kann man jede andere Transcendente 7V (x) aus 
dieser Transcendente 7\ (c) und aus der allgemeinen Transcen- 
dente Ty( x \ zusammensetzen, wenn man als Definition die 
oben als zulässig nachgewiesene Gleichung auffasst: 

(«)... t^(«) = 2r | ,(*) + 7y c ). 

Deaken wir uns in dieser Formel, um die in der Transcendente 

^1*1 ) ^ e S en( ^ en Voraussetzungen zu ßxiren, die x in gewisser 

Weise den c zugeordnet und aus diesen auf bestimmten Wegen 
entstanden, so muss während der Beschreibung dieser Wege nur 
die Parametercurve \v\ (welche aus den ursprunglichen Curven & 
und r\\ji zusammengesetzt ist) in solcher Weise ausweichen, dass 
adUfesslich die von den x nach den c führenden Wege sich 
mit der Endlage dieser Curve nicht schneiden, wodurch denn 

schliesslich T ^()f also die rechte Seite der obigen Gleichung 

Aberhaupt eine ganz bestimmte Bedeutung erhält, mithin auch T.{x) 
vollkommen ftairt ist. Verschiebt man insbesondere die Para- 
metercurve so, dass auch die Linien Oc nicht von ihr geschnitten 
werden, so kann man die Zuordnung der x zu den c beliebig 
abändern, wenn man nur wieder voraussetzt, dass die neuen 
Wege von den c zu den x sich aus den früheren und aus 

den Linien Oc zusammensetzen, wodurch der Werth von 7V ( x \ 
nicht geändert wird. 

Bezeichnen wir jetzt die den x entsprechenden untern Grenz- 
punete durch y, so entsprechen auch umgekehrt den y als obere 
Grenzpuncte die x als untere, und wir erhalten zwei Tran- 
scendente 

welche dieselben Grenzpuncte haben, deren Summe also ein Pe- 
riodicitätsmodul eines Integrals dritter Gattung sein muss. Wir 

11* 
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wollen untersuchen, unter welchen Voraussetzungen insbesondere 
diese Summe gleich Null ist. 

Zu diesem Zwecke denken wir uns jetzt die Function T. (c) 
selbst aus einer andern continuirlich abgeleitet. Gehen wir näm- 
lich von einer Berührungscurve (n — 2) Ur Ordnung aus, welche 
durch die Doppel- und Rückkehrpunkte von f=0, so wie durch 
die n — 2 andern Schnittpuncte der Geraden kp geht, und die 
Curve f=0 ausserdem in p Puncten eM , aW , . . . fte) berührt. 
Denken wir uns jetzt eine dieser Curve sehr nahe Curve gelegt, 
welche noch durch die Doppel- und Rückkehrpuncte, durch 
die n — 2 andern Puncte der Geraden Xfi und durch Puncto 
? (1) , ? (2) • • . & p) geht, welche den s sehr nahe liegen, so wird die- 
selbe die Curve f=0 noch in p Punkten *?W, ^ 2 K..tfl^ schnei- 
den, welche den Punkten s sehr nahe liegen, und mit den f 
paarweise durch sehr kleine Wege verbunden sind. Betrachtet 
man jetzt die s an Stelle der obigen Grundpuncte c, die r\ an 
Stelle der 6, so ist 7V(?) eine unendlich kleine Grösse; jber 
auch T x (rj), wenn es aus T x (?) durch die unendlich kleinen Bm* j 
gungen der b nach den rj entsteht, kann nur unendlich klein rifa, ' 
und die rj können auch nur sehr kleine Wege beschrieben haben, j 
Daher kann die Summe TV (?) + T, (rj) kein Aggregat der endlich 
bleibenden Periodicitätsmoduln sein, sondern muss verschwinden. 

Gehen wir nun von den s zu den c, und lassen zugleich die 
r] zu den b gehen, so dass auf diese Weise die zu letzteren füh- 
renden Wege fixirt werden, so ändert sich die Summe 

VÖ + T^n) 

dabei stetig, und es kann also die Summe nie aufhören Null zu 
sein. Und ebenso ist es, wenn die c, b in die x, y, und XinfcJ 
oder r] übergeht u. s. w. Unter dieser Voraussetzung ist als« 
die Summe 

immer gleich Null. 

Wir wollen noch folgende Bemerkung hinzufügen. Wenn il be- 
wegt wird, so geht die Berührungscurve der f immer stetig in andere 
Berührungscurven über. Bewegen wir insbesondere den Punct l 
auf der zwischen ihm und (i gegebenen Verbindungslinie gegen p 
hin, so erhalten wir endlich, wenn beide sich einander unendlich 
genähert haben, eine Berührungscurve, welche durch die n — 2 
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übrigen Puucte der in fi an f—O gezogenen Tangente geht, und 
in p Puncten e berührt. Von dieser Curve werden wir später 
Gebrauch zu machen haben. 



§. 48. Theorie der adjungirten Transcendenten. 

Eine genuine Zerlegung der speciellen Trauscendente 7\ (x) 
in die Differenz zweier gleichartigen Functionen, welche nur von 
je p + 1 Puncten abhängen, gründet sich auf die Theorie der 
adjungirten Transcendenten. 

Durch je p — 1 der Puncte x und durch die Doppel- und Rück- 
kehrpunkte von f=0 ist eine Curve (n — 3) ,er Ordnung bestimmt, 
welche f=0 noch in p — 1 andern Puncten schneidet. Setzen 
wir in T±{x) f wie es in § 47 definirt wurde , diese an Stelle von 
p— 1 der Puncte x, und vertauschen den übrigbleibenden Punct • 
st mit £, so entsteht eine Reihe von p verschiedenen Transcen- 
denten, welche wir der gegebeneu adjungirt nennen. Auf den 
absolut constanten Punct fi nehmen wir hiebei keine Rücksicht. 

Bezeichnen wir die mit 

*W, *< 2 >, .. . *<*-*>, x«W, . . . xM 
auf derselben Curve gelegenen p — 1 Puncte durch 

x li , x 2i , . . . x 1 '- 1 ' ', a?'* 1 » \ . . . xP\ 
so haben wir folgendes System adjungirler Transcendenten:*) 

TW = T x W h (£, *" . . . x* 1 ) 

(1) . . . T(2> = ^ {X " * ' ' ' XP2) 

Tip) = T*W ß (x l P, x 2 p . .. g). 

Um diese Transcendenten vollkommen genau im Sinne des 
§47 zu definiren, müssen wir die Wege kennen, durch welche 
hier die x^ mit (i, sowie die Puncte §, x ik mit den constanten 
Puncten c verbunden sind. Um dies ausführen zu können, ver- 
binden wir den Punct (§ 47) durch eine beliebig gewählte Linie 



*) Es mag als interessant hier bemerkt werden, dass die untern 
Grenzpuncte aller adjungirten Transcendenten die nämlichen sind, wie 
man leicht aus dem AbePschen Theorem geometrisch nachweist. 
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auch noch mit dem Puncte X. Die bestimmte Definition von 
Tu (x) erfordert, dass die Entstehung von £ aus l gegeben sei. 
Wir nehmen nun an, dass in den adjungirten Transcendenten x® 
mit l verbunden werde durch eine Curve, die aus dem Wege 
X£0 c^x® durch erlaubte Verschiebungen entsteht, und dass ebenso 
l mit c (i > durch den Weg £0c<'> oder einen aus ihm durch erlaubte 
Verschiebungen entstandenen verbunden werde. 

Zur Bestimmung der Wege, auf denen die Puncte x* ent- 
standen sein sollen, führt nun folgende Bemerkung. Wenn man 
die zu den ^ gehörigen Puncte ^ auf dem in § 47 angegebenen 
Wege entstehen lässt, so sind sie durch bestimmte Wege mit 
verbunden. Wählt man nun an Stelle von xW einen Punct, welcher 
dem Puncte £ beliebig nahe ist, und macht übrigens denselben 
Process durch, so dass die übrigen Puncte sich von den c zu da 
übrigen x, dieser eine aber von c (1) gegen § auf dem durch 
gehenden vorgeschriebenen Wege bewegt, so fallt schliessKck 1 
einer der Puncte y mit fi zusammen, da die durch die n — 2 üfcri- ) 
gen Puncte von §p zur Bestimmung der y gelegte Curve (n— Jj)* 
Ordnung sich in eine Curve (n— 3) ler Ordnung und in die Ge- 
rade |fi selbst auflöst. Die übrigen Puncte y sind dann in be- 
liebiger Folge die Puncte x 21 , a? 1 ... x* 1 , und zwar sind sie 
mit den c durch bestimmte Curven verbunden. Diese sollen 
bei der ersten adjungirten Transcendente , und die entsprechend 
gebildeten bei den übrigen, zur Entstehung der obern Grenz- 
puncte aus den c benutzt werden. 

Man sieht hieraus, dass mit Hinzufügung der einen Linie 0| 
alle adjungirten Transcendenten durch die gegebene Transcen- 
dente vollständig und eindeutig bestimmt sind. 

Die p adjungirten Transcendenten wollen wir nun mit Hülfe < 
des Abel'schen Theorems so transformiren, dass die in ihnen vor- 
kommenden Grenzpuncte mit den in T benutzten möglichst über- 
einstimmen. 

Zu diesem Zwecke stellen wir zunächst ein diesen p Tran- 
scendenten ähnliches System von Transcendenten auf, in denen 
die Puncte x durch beliebige constante Puncte a (1) , a& . . . «W 
ersetzt sind, in denen aber zugleich der oben als Argument auf- 
tretende Punct £ beziehungsweise durch aW, aW . . . «(p) ersetzt ist. 
Dieses System (welches keineswegs ein System adjungirter Tran- 
scendenten ist) sei, bei analoger Bezeichnung: 
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(2) • 



JpD = T x ^ u (ad), a^ ... dfl) 



X<W== TJp\ {a l P, a 2 P . . . «W). 

Es hat die Eigenschaft, dass jede der Functionen X nur von 
einem variabeln Punct x abhängt, welcher in dem betreffenden X 
sowohl als Parameter, wie auch in den untern Grenzen auftritt. 
Die Puncte «W, a l2 > . . . «W werden dabei durch beliebige, die 
Linien x^fi nicht schneidende Linien mit den Puncten c verbun- 
den gedacht; die a ik aber und die zu denselben fuhrenden Wege 
werden aus ihnen ebenso abgeleitet wie oben die x ik aus den x {i K 

Da in den Transcendenten 2™, TW... TM und JA«, XW...XM 
beziehungsweise dieselben Parameter auftreten, so bildet stets 
die halbe Differenz entsprechender eine allgemeine Transcendente T, 
und* zwar wird: 

*<^-^= r - w *U.£:'::Ä 

a ^ a ^ a r r 



(3) 



i^-^^^vC^t;;;^) 






(4). 



Nach dem Abel'schen Theorem ist nun 

li 8i t-l, t 

fu an J% + il dn J% ■ ■ • +fii, ,**„% 

a ^ a ^ a ^ 

+ f., t du (i) . . . + / dll (i) 

= - {fa^u+fw <***% ■ • • +./ , (#-Ä», 
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wo g> = die Curve (n — 3) ler Ordnung ist, welche durch x {l) 
xW.-.xV-V, xl'+ l K..xW gelegt ist und die Puncte x li , ä 8 *...«*- 1 »*, 
a;'* 1 » ' . . . aP f bestimmt, t// = aber die Curve (n— 3) Xei " Ordnung, 
welche durch a {1 K a< 2 > . . . <*(»'-*), «( I '+ 1 ) . . . aW gelegt ist und die 
Puncte a u , cc 2i . . . a*- 1 ' *, «*+*> ' . . . a?» bestimmt. 

Bezeichnet man nun insbesondere durch 
y(y, y (l >, y< 2 > . . . y*- 1 ') = 
die Gleichung einer Curve (n — 3) ter Ordnung, welche durch die 
Doppel- und Rückkehrpuncte und durch y^ t yW . . . yl?— *> geht, 
während y als variabler Punct betrachtet wird. Der Ausdruck tp 
ist eine Determinante, welche durch Vertauschung irgend zwei« 
der Puncle y nur das Zeichen ändert, und man kann obige Glei- 
chung daher ebensowohl als Gleichung einer durch y^\ yl*h..yP~ l \ 
y { '+ l K..ylp-V gelegten Curve betrachten, in welcher y {i) der variable 
Punct ist. 

Mit Benutzung dieser Bezeichnungsweise wird die unter dem 
Logarithmuszeichen befindliche Function in (4): 

y(*W, xW...xW p, x(+ l \ ...*»>) y(«W y «<»>... gC" 1 », *<*>, «^...iQ 
Daher kann man die Gleichungen (3) durch folgende ersetzen: 

i (rw - 2PD) =/ {l) dn Jc{ i )fl -f {2) <mA% . . . - r w dii Ä (i) M 

. L »fr, * (2 > ■!. gCrt) y(*W «W?..q»)) 
"*" ° <pfr, « (2) . . . «W, ^W *<•) . . . x iV)) 

* (TW - XP>) = _ f dll^ + / (2) e/n,(2 V ... - f diu», 

a a a 

"*" g 9(« a) , * • .". «<")" rf*»», * (2) . . . «W) 

i (tm - *w) = - f w dn Mlt —fpdn&t ... + f^mj^ 

^ g «pfc« 1 ', «< 2 > . . . F ) <p(^ (1) , * ,2) • • • * ,P) )' 

Fügt man diesen Gleichungen die Definition von T hinzu: 
i T = fm dn * + fm dn * •■■+ fw dn * + Ä 



I 
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wo S die den Transcendenten XM, XW . . . XM analog gebildete 
Function 

S=T& («^, a< 2 >, ...«<*>) 

bedeutet, so siebt man, dass in dem ganzen System von Tran- 
scendenten nur die Grenzen a, x, § bei Integralen dritter Gat- 
tung auftreten,, abgesehen von den Functionen X^ l \ XW . . . X&\ 
welche nur je von einem der variablen Puncte abhängig sind. 

Untersuchen wir nun diejenigen Terme in dei* Differenz 
^ (T — TW), welche zugleich von £ und von x® abhängen. Diese 
Terme können nur aus der Differenz 

a a 

entspringen; aber diese Differenz wird gleich 

f w dn i. +M. +f m * n v -f m *njt> i -fdn^ -f (i) <in , 

a • o a n a < a r 

wo die von beiden Puncten £, x& zugleich abhängigen Terme sich 
aufheben. Solche Terme existiren also überhaupt nicht, und es 
ist daher 

d (dT\ _ _d_ (dj^\ 

Aber ganz ebenso enthält die Differenz 

£ (2X0 _ TW) 

keinen von x® und x {k ^ zugleich abhängigen Term. Daher ist auch: 
J_ (dT<*)\_ 3 (dj®\ 

dx® \dxto)~dxto\dx®y 

Diese Gleichungen zeigen nun, dass folgendes merkwürdige 
und für alle folgenden Untersuchungen fundamentale Theorem 
stattfindet: 

Die Differentialquotienten der adjungirten Tran- 
scendenten 

iT, i TM, ± T< 2 > ..,± TW 

nach den ihnen entsprechenden Variabein 

sind die Coefficienten eines vollständigen Differen- 
tials: 
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Es verdient übrigens bemerkt zu werden, dass diese Difle- 
rentialquotienten den Punct (i in keiner Weise mehr enthalten. 



§ 49« Die Function ü. Die Transcendente T, durch sie 
ausgedrückt. 

Wir wollen die Function U, welche durch obige Gleichung 
bis auf eine Constante bestimmt ist, vollständig durch die Bestim- 
mung definiren, dass ü verschwinden soll, wenn !;, x {1) , af 2 K..xb) 
mit einem beliebig gegebenen constanten Punctsystem £, yW, yW . . .ytö 
zusammenfallen. 

Denken wir uns also auch das Punctsystem ?, y, wie oben das 
Punctsystem §, x mit den X, c durch bestimmte gegebene Cur- 
ven verbunden. 

Indem wir die Differentialquotienten der T dann in den Aus- 
druck für U einfuhren und zwischen den Werthsystemen J, y®, 
y(2) # m m y(p) un( j £ x d) t ^(2) # X ( P ) au f fe n d urc j| di e graphische 

Darstellung vorgeschriebenen , oder doch durch erlaubte Verseuc- 
hungen aus diesen abgeleiteten Wegen integriren, erhalten nir 
für U folgenden völlig bestimmten Ausdruck: 



u= s / ( " ' d% + l °.!, rfx w ) 

(0 (*) 



_, yfcW «ffl...^>) y(y (1) , s* 2 *..^) y(« fl) , y (2) ... «^...y («<*>, « (2) -ft 
%(y^ y^.-V^^V^ 

Die zweite Summe ist durch 2 dividirt, damit i und £ unabhängig 
von einander alle Werthepaare, die gleichen ausgeschlossen, durch- 
laufen können, wobei denn immer zwei gleiche Glieder auftreten. 
Die ersten Theile dieses Ausdrucks führt man leicht auf In- 
tegrale dritter Gattung zurück. Denn es wird nach bekannten 
Hegeln 
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{ y io ^ ^T l+ a*<o ** / 

oder nach der früher immer angewandten Bezeichnung: 
Ganz ebenso hat man 

Es ist ferner nach dem am Schlüsse des § 46 angeführten Satze : 



/ (- 



/§| d| = r Ä («w. «<»... « (p ») 



Daher wird endlich der Ausdruck von ü folgender 

•_ £ •_ («') 

— i ZZ J(k) dTI xV)aM — i ZZ f[i) dTl Y MaM 
Y Y 

+ ^ 7\ J«fl>, «(2) . . . od») + £2? T^ufc**. ««• • • o*- 1 ' ', « w , <*' +1 ' '. . . «"') 
5S 1=1 y 

. <p(* (1) , * (2 ) . ..*»>) <p(r (1) , *< 2) . ..«<*>) y(« (1 >, y (2) ... «<">) ...y («<*>, «W...yW) 

" g ?>(y (1) , y (2) . • . y (p) ) <K* (1) , « (2) . . . * {p) ) <p(« (1) , * (2) . . . * ip) ) - . . <p(« (1) , « (2) . . . a&) ' 

Dass in diesem Ausdrucke die f, y nur auf eine additive 
Constante von Einfluss sind, folgt aus der Bildungsweise des Aus- 
drucks. Aber es ist bemerkenswerth , dass die constanten 
Puncte ccW, also auch die von diesen abhängigen con- 
stanten Puncte a ik auf den Werth von U gar keinen 
Einfluss haben, also nur formal darin vorkommen. In 
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der That, bilden wir eine zweite Function U', welche sich von 
der vorigen dadurch unterscheidet, dass die a durch andere Puncte 
ß ersetzt wird, so findet man U — Z7' = 0. Dieses folgt auch 
unmittelbar daraus, dass schon die conjugirten Transcendenten 
T, JW, . . . TM ihrer Entstehung nach von den a unabhängig 
waren, daher auch dU und mithin U selbst. 

Da (i ganz aus dem Ausdrucke von ü verschwunden ist, so 
sieht man, dass U die Form haben muss: 

ü= 0ß f *(*>. tf(2), . . . afp)) - <D(t, yW f y<*>, . . . y</»), 
d. h. dass U bis auf eine additive Constante ausschliesslich eine 
Function der p + 1 Puncte g, a?W, a?< 2 >, . . . a?M ist. Bezeichnen 
wir sie insofern durch 

U(xM ,a;< 2 >, . . . *W;g). 

Wir werden uns dieser Function jetzt bedienen, um die specielle 
und die allgemeine Transcendente T durch sie darzustellen. 
Es ist nämlich die Differenz 

ü{xW, scW . . . afp); fi) — U(xM 9 afl) . . . afp); (i) 
nichts anderes als das Integral von dU, genommen zwischen d» 
Werthsystemen : 

af l ), xW. . . (i bis afl), afl> ... I 

Und zwar wollen wir p£ durch die bereits oben erwähnte Curve 
verbinden, und längs dieser integriren. Daher ist mit Rücksicht 
auf den Ausdruck von dU: 

ü(af l \ xW. . . afP); ß — U[x^\ af*K . . afp); fi) = ±] |J dl 

= 1 % (af l \ x<?) . . . afp*) - i J^ {af*\ afl) . . *<*>), 

wo im ersten Gliede rechts jene Curve die Parameterpuncte ver- 
bindet, im zweiten Gliede aber die Verbindungslinie unendlich 
klein wird. Daher verschwindet die so definirte Transcendente T 
und man hat die Formel: 

1 T^afiK afl) . . . afP)) = U{x [i \ x™ . . . afp) ; 6) — U(af ^aW... «M ; fi) ; 

daher auch, nach der Definition von TV (a;) : 

i T ft (a?* 1 *, a?< 2 > . . a^> = ff^ 1 ), Ä . . afp) ; 5) — ff(*< l \ a:< 2 > . . . a«; q). 

Durch die Function £/ ist also die genuine Zerlegung 
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von % TV (x) in zwei Functionen mit je p + 1 Argumen- 
ten geleistet. Man hat sofort auch für die allgemeine Tran- 
scendente Tu ( x ) den Ausdruck : 

§ 50. Unstetigkeiten der Function U. Die Function 

V=e~ ü . 

Wir wollen jetzt die Unstetigkeiten von U untersuchen. Diese 
Function ist aus Integralen dritter Gattung, aus Transcendenlen 
£ TV (#) und aus Logarithmen algebraischer Functionen zusammen- 
gesetzt. Was die Unstetigkeiten der Transcendente ^ TV (oc) be- 
trifll, so genügt es, die von Tu (c) zu kennen, wo die c, fi constante 
Puncte sind, deren erstere mit den Doppel- und Rückkehrpuncten 
nicht auf einer Curve (n — 3) ler Ordnung liegen. Denn man kann 
nach § 45 die Transcendente T\ (x) immer durch Integrale dritter 
Gattung mit unabhängigen Grenzen und durch T.(c) ausdrücken; 
die Unstetigkeiten der letzteren Function aber sind in § 47 darge- 
stellt worden. 

Betrachten wir den Ausdruck U, wie er in dem vorigen Pa- 
ragraph explicite gegeben vorliegt, so müssen wir zunächst be- 
achten, dass die a in Wirklichkeit den Werth von U gar nicht 
afficiren, £ und die y nur eine demselben hinzugefügte additive 
Constante. Deswegen braucht man auf diejenigen Fälle keine 
Rücksicht zu nehmen, in welchen ein Glied von V unstetig wird, 
indem ^ oder eines der x sich einem dieser Puncte nähert; es 
existirt dann nothwendig immer ein anderes Glied, welches diese 
Unstetigkeit aufhebt. Daher bleiben folgende Fälle übrig: 

1) Der Punct £ fällt mit einem der Puncte x, also etwa mit 
ccW zusammen. In solchem Falle verhält sich U wie das Glied 

i 
J J77 *('V<>> 

also wie — log £ + |, x& a^K 

2) Ein Punct x {,) fällt mit einem Puncte xW zusammen. Dann 
verhält sich U wie 



174 Siebenter Abschnitt. § 50. 

- f dn a{i)a{{) - log <p(*W, x&> . . . afp)), 

also wie log -2 + x^xMaJ*) — log qp^ 1 ), a:< 2 ) . . . xM); was als 
Logarithmus des Quotienten zweier einfach verschwindenden Func- 
tionen endlich bleibt. 

3) Ebenso ist es, wenn etwa xW mit einem der Doppel- oder 
Ruckkehrpuncte von /* = zusammenfällt. In diesem Falle ver- 
hält sich U wie 

g V («« ...*W...«W}' 

bleibt also endlich. 

4) Dagegen wird ü wirklich noch unendlich gross, wenn die 
/? Puncte x auf einer Curve (w— 3) ter Ordnung 

q>(xM, x& . . . a?W) = 
liegen, welche durch die Doppel- und Ruckkehrpuncte geht, und 
zwar verhält sich dabei U wie 

— log q>(afi*, xW . . . xM). 
Man kann also folgenden Satz aussprechen: 

Die Function U(xM, xffl . . . xfri; £) wird nur unend- 
lich, wenn £ mit einein der x zusammenfällt, oder die 
letztern auf einer durch die Doppel- und Ruckkehr- 
puncte von f= gelegten Curve (w— 3) ter Ordnung lie- 
gen; und zwar verhält sich in allen diesen Fällen V 
wie der negati ve Logarithmus einer verschwindenden 
Grösse. 

Es liegt nun nahe, statt der Function U selbst die Function 

Fl«». «». . . «W; & = •- p (- W - *"' • • **•• ö 
zu untersuchen. Die Function enthält die Constanten f , )r nur 
in einem Factor. Ihre wesentlichste Eigenschaft ist diese, welche 
aus dem Schlusssatz des Vorigen sich unmittelbar ergiebt: 

Die Function V=e~ u ist eine Function derPuncte 
xW, xW . . . x&\ £, welche niemals (ausser etwa in Folge 
unendlich oft wiederholter Integrationswege) unend- 
lich gross wird; und welche nur verschwindet, wenn 
£ mit einem der Puncte x zusammenfällt, oder wenn 
die Puncte x mit den Doppel- und Rückkehrpuncten 
auf einer Curve (n — 3) ler Ordnung liegen. 
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Mit Hülfe dieser Function erhält man für die specielle Tran- 
scendente Tu (x) den Ausdruck 

für die allgemeine Transcendente T. f x \ findet sich: 

I b\ x W, x p> mmmZ <P)J— m * Ffr^x«. ..*«;,) V(* {i) ,x {2) ...x {p) i & 

Und endlich findet man für die Grundformel des Umkehrungs- 
problems bei gehörig gewählten Integrationswegen: 

ff \ W* (,) ~ * = TT nx {l \x^...x^; {) yfcW,cW ...c»>;i|) 
-f/ f *\ _ A , ^( a?(1) * * (8) -.-* W i il) nc {1 \ AT c<*>;~£) ' 

wodurch alles auf die Untersuchung der überall endlichen Func- 



tion V zurückgeführt ist. 



§ 51. Eigenschaften der Function V = e~ ü . 

Die Differenz zweier Functionen U, welche sich nur durch 
die Werthe von £ unterscheiden, führte auf die specielle Tran- 
scendente £ T.lx). Ganz ebenso erhält man die Reihe der ad- 
jungirten Transcendenten, indem man die Differenz zweier Func- 
tionen ü betrachtet, welche sich nur durch einen der Puncte x 
von einander unterscheiden. In der Thal erhält man aus dem 
Differentialausdrucke von ü: 

U(xW, xW. . . ^; Q — U(yW, x&. . . *W; ß = \f d J™ <hfi) 
= * *>>,& *"• «" • • • * pl ) - ± T#4l ***• *" • • • **' ) 

Diese Transcendente ist so zu definiren, dass sie die Differenz 
der beiden adjungirten Transcendenten 

wird. Man muss also yW durch eine Curve mit dem oben ange- 
führten Curvensystem verbinden, und erhält dann beide Tran- 
scendenten aus \ T x (c) dem Obigen zufolge eindeutig definirt. 
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Drückt man nun diese adjungirte Transcendente direct durch 
Functionen U aus, so erhält man die Relation: 

U(xW, aP> . . . *W; Q — U{yW, x& . . . x^;® • 
(lj " ' ' =Uß, x 2 \ x 31 ... af 1 ;^) — Ufa a*, «"'... a? l ;yW), 

oder wenn wir die Function V einführen: 

*W* (2) ... * w ; ß _ r(fc a* 1 , a?". . . a** 5 y (1) )' 

Diese Formel lehrt den Quotienten . zweier Functionen V, 
welche sich durch ein Argument unterscheiden, auf den Quo- 
tienten zweier V zurückführen, welche sich durch einen Parameter 
unterscheiden, und umgekehrt. 

Der Ausdruck \ r^iui) (£» x 2t ,x zl ...x? 1 ) lässt sich aber unter 
Umständen noch auf eine andre Art auf Functionen U zurück- 
führen; nämlich dann, wenn yW mit den x auf einer Curve 
\n— 2) ter Ordnung liegt, welche durch die Doppel- und 
Hückkehrpuncte von f = und überdies durch die 
übrigen n — 2 Schnittpuncte einer Geraden |iy geht 

Bezeichnen wir die weitern Schnittpuncte dieser Curve rait 
f=>0 durch y< 2 >, y< 3 > . . . y^\ und sind ferner y 21 , y sl . . . f l 
die Puncte von f = 0, welche mit den Doppel- und Rückkebr- 
puneten und mit y&\ y&) . . . yd*) auf einer Curve (n - 3) ter Ord- 
nung liegen ; so bilden die folgenden Curven: 
die Gerade £17, 
die Gerade x^yM, 

die Curve (n— 3) ler Ordnung, welche durch aß\ xPK.., 
x 21 , x 31 . . . und die Doppel- und Rückkehrpuncle 
geht, 
die Curve (n — 3) ter Ordnung, welche durch y< 2 >, yW . . . , 
y 31 , y 32 . . . und die Doppel- und Rückkehrpuncte 
geht, 
zusammen eine uneigentliche Curve 2w — 4 ter Ordnung, welche die 
Doppel- und Rückkehrpuncle von f = selbst zu Doppelpuncten 
hat. Aber von den Schnittpuncten dieser Curve mit /*= liegen 
der Annahme nach die n — 2 übrigen Puncte der Geraden |ij, 
die x und die y auf einer durch die Doppel- und Rückkehr- 
puncte gehenden Curve (n — 2) ter Ordnung. Dasselbe, muss also 
mit dem Rest der Fall sein; es liegen also die übrigen Puncte 
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der Geraden x {1) , y (1) auf einer solchen Curve mit £, % x n , x™ . . . , 
y sl , y 31 . . . Nach den oben über die Bildung der Transcendente 
i Tv gemachten Voraussetzungen hat man daher die Glei- 
chung : 

T x(l)y{l) % **', x" . . .) + T Jl)y{1) ( V , y», y" . . .) = 0. 

Für die Functionen U giebt dies die Gleichung 

ü (£, x*\ x 31 . . . a**; ar* 1 *) — U (g, a: 21 , *" . . . a* 1 ; yd>) 
= — U fa, y"> y" • • • Sr* 1 ; * (1) ) + ff fa, y 2 ', y" ... y* 1 ; y^, 
oder mit Anwendung der Gleichung (1) : 

U (afl\ xW . . . af*)\ g) — ü (yM, a< 2 > . . . a^; g) 
= - U (*W, y< 2 > . . . yM; n) + ü (y' 1 *, y< 2 > . . . yW; *?), 

oder endlich, wenn wir die Function V einführen: 

W '" V (yW J» . . . *<*>; |) _ V (*»», ,/*> . . . y <*>; „)' 

Schreiben wir dies in der Form 

KJ*W ^ . .x^;J) _ rtf», «» . . . «"),]) 

so sieht man, dass der Ausdruck links durch Vertauschung 
eines Paares x^ l \ yW sich nicht ändert; und zwar ist dabei nur 
vorausgesetzt, dass die im Zähler und Nenner als Argumente be- 
findlichen Puncte mit den übrigen Punclen der Geraden £rj auf 
einer durch die Doppel- und Ruckkehrpuucte gehenden Curve 
(n — 2) ter Ordnung liegen. Da diese Bedingung rechts noch ebenso 
erfüllt ist, so können wir fortfahren, weitere Paare x, y zu ver- 
tauschen, ohne dass der Werth des Quotienten sich ändert, und 
wir gelangen also endlich zu der Gleichung: 

1 ' " " v (/U (2) • . . y {p) ; n) v\*P\ ^ • • • ^ ; v) 
Betrachten wir nun zweitens die Summe 

r ft (atv afl) . . . xM) + T ln (y" y< 2 > . . . y<">), 

so zeigen abermals die Voraussetzungen des § 47, dass diese 
Summe verschwindet, und man hat daher auch, wenn man die so 
erhaltene Gleichung auf die Functionen V überträgt: 



V{x^,aPK. 


..*«;*) _ ^(/W 21 .. 


.>/ p) ;v) 


F^,*».. 


..^il,) " F(/>,;,/ 2 '.. 


.•// ,,,, ;4) 



(5). 

Clebsch u. Gordan, Theor. d. Abi'l'schen Fund. 12 
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Die Combination der Gleichungen (4) (5 liefert nun sofort die 
Relation : 

V (a* l K aP> . . . <*"»; £i = + V {y a \ y (2) . . . y&\ fj). 

Welches Zeichen hier zu wählen sei, hängt von der Art 
und Weise ab, in welcher die Function V definirt ist. Es ge- 
nügt, dass der Continuilät wegen entweder immer das obere oder 
immer das untere Zeichen zu wählen ist. Daher haben wir den 
folgenden Satz: 

I. W e n n man d i e F u n c t i o n V für .r* 1 \ x (2) . . . xü>\ | u n d 
für i/ l \ y (2) . . .y^\ t\ bildet, wo die x, y auf einer Curve 
, w — 2) t,r Ordnung liegen, welche durch die Doppel- 
und Rückkehrpuncte, sowie durch die n — 2 übrigen 
Schnittpuncte von f — mit der Geraden fr hin- 
durchgeht, so ergiebt sich bei passender Wahl der 
Integrationswege beide Male derselbe oder der ent- 
gegengesetzte Werth. 

Lassen wir nun die Puncte y, i] fest und bewegen die x, & 
so bleibt der Werth von V dem Vorigen nach ungeändert, und 
man hat den folgenden Satz: 

IL Lassen wir einen Strahl sich um einen Punct 
der Curve /*== o drehen, und legen in jeder Lage des- 
selben eine Curve {n — 2) lor Ordnung durch n — 2 seiner 
andern Schnittpuncte, durch die Doppel- und Rück- 
kehrpuncte und durch p feste Puncte von f=0, so 
schneidet dieselbe noch in p Punctcn x, und die Func- 
tion V, für diese /> Puncte gebildet, und mit einem Pa- 
rameter, welcher dem letzten Schnittpunct des Strahls 
entspricht, hat immer denselben Werth. 

Kin specieller Fall des Satzes I. verdient besonders hervor- 
gehoben zu werden. Wenn nämlich i] mit einem der Puncte a\ 
etwa mit x {l) zusammenfällt, so geht die Curve [n — 2) ter Ordnung 
in die Gerade & (X) und in eine Curve (n — 3) tcr Ordnung über, 
welche durch xM, x&K..xW und die Doppel- und Rückkehr- 
puncte geht und dadurch bestimmt ist, und deren übrige Schnitt- 
puncte mit /==(.) die Puncte x 21 , x 31 . . . x? 1 sind. Man hat 
also die y durch §, ,r 21 , x n . . . xp 1 zu ersetzen, und findet so 
den Satz: 

III. Die Function V ändert sich nicht, oder doch 



§ 61. Die Function Tg r . 179 

nur ihr Zeichen, wenn man den Parameter mit einem 
ihrer Argumente vertauscht, und die übrigen Argu- 
mente durch diejenigen Puncte ersetzt, welche mit 
denselben auf einer durch die Doppel- und Rück- 
kehrpuucte gehenden Curve (n — 3) tcr Ordnung liegen. 
Das Theorem IL ist äquivalent mit der Aufstellung einer 
partiellen Differentialgleichung, weicher die Function V genügt. 
Ist nämlich wieder r\ der feste Puncl des Strahls, und sind £, 
& l \ ?* 2) • • • t (n ~ M2) seine übrigen Schnittpuncte; liegen endlich mit 
den f und festen Puncten die x auf einer Curve (n — 2) ter Ord- 
nung, so folgen aus dem Abel'schen Theorem für die entspre- 
chenden Integrale erster Gattung die Differentialgleichungen : 

2 -'-TT. dr {/,) + 2 --77; W'*=(l 
A=i dx {h) k=i rt: {/,) 

oder nach Elimination der f: 

l^ P du.{x ik) ) r#/.(6) 

2 —1 — 
fc=i tx {/ 

Diese p Differentialgleichungen bilden ein System mit p+1 
Variabein, deren vollständige Integrale durch die p Gleichungen: 

(7) . . . Z f dut-fdu. =-. Const. (; = 1, 2 . . . p) 

gegeben sind. Zugleich aber ist nach Theorem II. 

Combinirt man dies mit den Differentialgleichungen (6), so ergiebt 
sich na*ch Elimination der dar die partielle Differential- 
gleichung, welcher V genügt: 

dv dV_ nV 

■ dx {i) fo {2) ' " ' ft 
du^xM) duj(x {2) ) ^(p 

12* 



( ß ) • • • * -4iÄr^ r(A) — ^r^^ a ( /=1 > 2 -'P)- 
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Indem man diese integrirt, findet man V als Function der Inte- 
grale des Systems (6), also der linken Theile von (7). Und wir 
haben also den Satz: 

Die Function V ist in Wirklichkeit nur von p 
Grössen abhangig, nämlich von den p Summen 

*U) du i-J d »i (t = 1.2...p), 

A=l C fi 

oder im Sinne des Umkehrproblems, sie *st eine Fun- 
ction der p Grössen 

v i—f du v 

Die Bestimmung dieser Function ist die Lösung des Umkehr- 
problems. Wir werden diese in dem folgenden Abschnitt be- 
handeln. 



Achter Abschnitt. 

Monodromia 



$ 52. Differential einer Abel'schen Function. Werthsysteme 
der r, für welche das System der x unbestimmt ist. 

Wir haben im Vorigen gesehen, dass das Umkehrproblem 
darin besteht, symmetrische Functionen der Coordinaten von p 
Puncten als Functionen der Integralsummen v x , v t . . . v p zu be- 
trachten. Den Character dieser Functionen wollen wir jetzt 
näher untersuchen. Wir werden nachweisen, dass dieselben mo- 
no drome Functionen ihrer Argumente sind. 

Wir können den Zusammenhang der x mit den v dahin 
aussprechen, dass zwischen diesen beiden Systemen von Grössen 
die Differentialgleichungen bestehen: 



(i) 



dv, = 



?«,(...•"») 



,.(D 



«fam + W'J.d*«. 



Cr 



.(*) 



+ 



du x (xW) 



Jp) 



dx { * 



(p) 



Ca 



dVi = w&Ll (Lx U) + '"^ dx <*) . 



r?// 2 (.r< 2) ) 



dv p = 



duJx^) 



>.m 



dxM + 



cu 



,{-^) 



■J^-LdaPK 






..+ 8 -^ä*<» 



W ex-' dx^ 

während zugleich gewisse Anfangswerthe x^ = c (1) , ^ = c^. .. 
#(/>) = c ( r\ den Anfangswei ihcn r, = 0, v 2 = . . . v p = ent- 
sprechend, nebst den zugehörigen s x gegeben sind, so dass, wäh- 
rend die v von den Werthen aus wachsen, die x von den c sich 
allmälig entfernen. Lösen wir die Gleichungen (1) nach den dx auf, 
so erhalten wir zunächst die ersten Diflercntialquoliontcn der x nach 
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dem/, sodann aber durch fortgesetzte Differentiation auch die höhern 
Differentialquotienten als Functionen der x ausgedrückt. Setzen wir 
in diesen Ausdrucken für die x die Werthe der c, so ergeben sieb 
die Coefficienten für eine nach der Taylor'schen Reihe ausge- 
führte Entwicklung nach aufsteigenden Potenzen der v, welche 
immer innerhalb gewisser Grenzen convergirt und die Functionen 
x wirklich darstellt, wenn nur, was immer möglich ist, die c so 
gewählt sind, dass alle Coefficienten der Reihe endlich bleiben;, 
und zwar 'vgl. Briot und Bouquet, Theorie des ff. eil.) so lange 
convergirt, als die Differenlialquotienten der x nach den u synek- 
tisch bleiben. Man kann aber auch über ein solches Gebiet hinaus 
eine Entwicklung aufstellen, wobei dann nur eines der bereits 
gefundenen Werthsysteme der x den Ausgang bildet; und man 
gelangt auf diese Art für jedes Werthsystem der v zu einer con- 
vergenten Entwicklung, welche freilich für verschiedene Werth- 
systeme verschieden sein kann, und bei denen immer diejenigen 
Werthsysteme vermieden werden, für welche die Coefficienten 
der aufgelösten Gleichungen (1) nicht mehr endlich sind. 

Der Nenner, welcher bei der Auflösung der Gleichungen (1) 
auftritt, verschwindet, wenn zwei Puncte x im Laufe der Ent- 
wicklung zusammenfallen. Daher hört die Entwicklung der x 
nach dem Taylor'schen Satze auf zu convergiren, sobald ein 
Werthsystem erreicht ist, für welches zwei Puncte x eoineidiren. 
Dies wird vermieden, wenn wir eine symmetrische Function der 

w f x W X W X (P)\ 
,v entwickeln. Eine solche Function ■-— ,tt — /»/* , / denkenwir 

if)(x (l \ x ( *>...x {p) ) 

uns, um die Ideen zu iixiren, als eine algebraische Functiou, 
welche zugleich eine rationale der x und der s x ist, und welche 
sich also nicht ändert, wenn man zwei der x und gleichzeitig 
zwei der s r mit einander vertauscht. Es ist dann nämlich 

?* 

-~ der Uuotient zweier nach den x genommenen algebraischen 

/ 
Functionaldeterminanten : 
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Tb 


v , r«,ü' (1) J 
~~ cx (l) 
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L>U p ixW) 

' dx {lf) 


f)V. ~~~ 




du 9 {xW) 

Art* ' ' ' 




du p (xM) 
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deren jede im Allgemeinen bei der Coincidenz zweier x nur 
einfach verschwindet, und deren Quotient daher endlich bleibt. 

Die Functionaldeterminanten in (2) sind übrigens einer be- 
merkenswerthen Umgestaltung fähig. Man hat nämlich 

wo S k = die Gleichung einer Curve (w — 3) ttM Ordnung ist, 
welche durch die Doppel- und Rückkehrpuncte der Curve f=0 
hindurchgeht. Setzt man nun auch 









?*<''» _ A».r«>) ' 




so geht Hie Formel (2) über in 






- d % z ± 0|(« |1, ) e«<* w ) . 


...A-... 


• e p (* lp) ) 


(3} ■ ■ • dv. - S± ».(.r* 1 ») ©,<>< a >) . . 


■ Ö,(.r W ) . 


. . e/xW) ' 



oder wenn mau die Determinante im Nenner jetzt durch H, und 
ihre (Interdeterminanten dursh H/ k) bezeichnet, wird 

»j _ */"*,+ h/*> y t ... + ä/«a„ 

W ■ ■ • -fy, — ff 

I 

Der Zuwachs der Function 9 ist also jederzeit durch die 

Formel 

2.2, H('<)N,dv. 

& ■ ■ ■ %= ff ' 

bestimmt, wo die Coefucienten rechts für jedes System der x im 
Allgemeinen vollkommen bestimmte Werthe annehmen. 

Eine Unterbrechung der Monodromie kann also nur für 
solche Werthsysteme eintreten, für welche einer der Coefficienten 
von dtp unendlich 'gross oder unbestimmt wird. Dies kann nur 
geschehen, wenn entweder f/ = 0, oder wenn der Nenner des 
Ausdrucks 

* k = fM' ^ > 

also ty verschwindet. Aber in dem letzten Falle braucht man 
nur die reciproke Function - zu betrachten, um zu erkennen, 
dass die Monodromie nicht gestört wird. Denn man hat 
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2 S.H.WP.do. 

, W lii k i 



wo 



H 






P k = fM ji 



und das Differential von — wird also für ty = keineswegs mehr 
unendlich, sondern die einzelnen Coefficienten nehmen bestimmte 
endliche Werthe an. Somit wird für diese Werthsvsteme — nur 
unendlich, ohne dass von einer Verzweigung die Rede ist. 

Es bleibt also nur das Verhalten der Function für diejenigen 
Werthsysteme der v zu untersuchen, denen Puncte x ent- 
sprechen, .welche mit den Doppel- und Rückkehr- 
puncten von /*=(> auf einer Curve (n — 3 ter Ordnung 
liegen. Denn in der That ist dieses der Sinn der Gleichung 
H = 0. Der Anblick der Determinante, welche durch H be- 
zeichnet wurde, lehrt, dass H für die Coordinaten jedes der p 
Puncte von der (n — 3) ,en Ordnung ist; dass es verschwindet, 
wenn eines der x mit einem andern oder mit einem Doppel- 
oder Rückkrhrpunct zusammenfällt. Sieht man daher p — 1 
Puncte x als conslant an, den p icn als variabel, so ist H = 
die Gleichung einer oben bezeichneten Curve [n — 3) ter Ordnung, 
oder H = () ist die Bedingung dafür, dass alle p Puncte sich 
auf einer solchen Curve befinden. 

Hier tritt nun zuvörderst der bemerkenswerthe Umstand ein, 
dass diese Bedingung, obschon nur eine Bedingung für 
die x, doch zwei Bedingungen für die v involvirt. Dies 
lehrt das Abel'sche Theorein. Bezeichnen wir nämlich durch 
aW, aM, . . . a( 2 />-*) irgend 2p — 2 Puncte von f=0, welche mit 
den Doppel- und Ruckkehrpuncten auf einer Curve (n — 3) 1er 
Ordnung liegen, und sind ferner # ( H-i), #(H-2) . . . #(2/>-*> die- 
jenigen Puncte, in welchen in solchem Fall die durch die übri- 
gen x bestimmte Curve (n — 3} ,er Ordnung unsre Curve f=0 
noch schneidet. Dann kann man die a, x einander so zuordnen 
und die Integrationswege so wählen, dass 

Z L ''"/ = (k=h2...p). 

1=1 •'J') 
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Und man kann also durch passende Wahl der Integrationswege 
auch die Gleichungen herstellen: 

i=2 P -2 *<*+* i=p a «) 

Da nun rechts neben — v k eine Constante steht, und links die 
untern Grenzen ebenfalls constant sind, so hängen die/? Grössen v k 
nur noch von den p — 2 Puncten x { p+ x \ x { p+ 2 \ . . . x( 2 p- 2 ) ah, 
sind also Functionen von p — 2 Variabcln, und es müssen daher 
zwei Gleichungen zwischen den v stattfinden, damit zwischen den x 
die eine Bedingung eintrete, dass sie auf einer durch die Dop- 
pel- und Rückkehrpuncte gelegten Curvc (n — 3) ter Ordnung 
liegen. 

Ebendies tritt in anderer Weise durch folgende Betrachtung 
hervor. Nehmen wir an , wir hatten ein System der x gefunden, 
für welches H=0, und wir kennten das entsprechende System 
der v. Aus den Gleichungen 






folgt dann durch Multiplication mit den Unterdeterminanlen U- h) 
und Addition: 

#/■> dv { + Hf) dv 2 . .. + H}p) dv p =0 
(i=l, 2...p). 
Diese Gleichung stellt indessen in Wahrheit nicht ;> ver- 
schiedene Gleichungen dar, sondern nur eine einzige; denn da H 
verschwindet, so kann man immer solche Reihen von Grössen a, 
b bestimmen, dass die Unterdeterminanten die Werthe annehmen: 

wodurch dann das obige Gleichungssystein sich auf die eine Glei- 
chung reducirt: 

(6) . . . b t dv t + b 2 dv 2 . . . + b p dv p = 0. 

Man sieht also, dass einem System der v, welches den oben 
bemerkten zwei Bedingungsgleichungcn genügt, unendlich 
viele Systeme der x genügen müssen, dergestalt, dass die Wahl 
eines dieser Systeme der x, durch welche die Grössen b be- 
stimmte Werthe erhalten, eine Bedingung (6) für die Zuwachse 
involvirt, welche die v erhalten sollen. 
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Das Auftreten solcher Wertlisy steine ist in der 
That eine allgemeine Eigenschaft von Functionen mit 
mehreren Veränderlichen. Setzt man eine solche Function 
gleich Null, so erhält man eine Bedingung zwischen den Argu- 
menten; setzt man sie gleich unendlich, so ergiebt sich eine 
zweite; das Zusammenhestehen heider Bedingungen liefert Werth- 
systeinc, für welche die Function unbestimmt ist, wo also einem 
System von Argumenten unendlich viele Functionswerthe entsprechen. 

Sind v t , i\ . . . v t die Argumente, und ist f = ^ die zu unter- 
suchende Function, so geben die Gleichungen qp=0, i/; = zu- 
sammen die Werthe, für welche f unbestimmt wird. Indem man 
aber in <p, ip für die v solche Werthe v + dv einführt, welche 
von denjenigen, die qp, ty verschwinden machen, nur unendlich 
wenig verschieden sind, ergiebt sich 

v "* X 

•_ **' ' 

so dass also jedem bestimmten unter den unendlich vielen dem 
System der v zugehörigen Functionswerthen eine lineare Relation 
der Zuwächse dv entspricht. Nennen wir das ganze Grössensystem, 
welches die p Grössen r unabhängig von einander durchlaufen 
können, einen Ort p [vr Dimension, so bilden diejenigen Werth- 
systeme, für welche /unbestimmt wird, einen Ort (p — 2) ler 
Dimension. Man sieht daraus, dass die Monodromie einer 
Function dadurch nicht nothwendig aufgehoben wird, 
dass sie unendlich viele Werthe für Werthsysteme an- 
nimmt, welche einen Ort [p — 2) ler Dimension bilden; 
dass also eine übrigens vollkommen eindeutig bestimmte Function 
in einem Ort (p — 2) tel Dimension unendlich vieldeutig werden 
kann, ohne dass man berechtigt wäre , derselben die Eindeutigkeit 
abzusprechen. So ist schon die Function z = - für x=0, y=0 

vollkommen unbestimmt, obschon sie völlig monodrom ist. Aber 
die verschiedenen Werthe von z, welche für x = 0, y = ein- 
treten, ordnen sich so, dass jedem speciellen Werthe eine be- 
stimmte Fortschreitung 

öjc = zöy 

entspricht, dass man also zu einem ganz bestimmten Werthe 
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von z gelangt, wenn man x und y in einer bestimmten Weise 
sich dem gemeinsamen Werth Null nähern lässt. 

Man muss daher den Begriff der Monodromie hei einer Func- 
tion von mehreren Variabein mit der nöthigen Vorsicht definiren. 
Man darf nicht sagen, dass eine monodrome Function eine solche 
sei, welche für alle Werthsysteme der Variabein nur einen 
Werth besitze; sondern es genügt im Allgemeinen schon, dass 
die Function überall eindeutig sei, mit Ausnahme eines Orts 
(p — 2) ,er Dimension, in welchem sie jeden Werth annehmen 
kann. 

Dass die symmetrische Function - in unsenn Falle wirklich 
die Forin - annimmt, geht daraus hervor, dass sie nach dem 

Frühern als Quotient von Functionen V darstellbar ist, welche 
sämmtlich verschwinden, sobald die ,v auf einer der gedachten 
Curven (n — 3) ter Ordnung liegen. 

Begnügen wir uns daher für den Augenblick damit, nachge- 
wiesen zu haben, dass - ausserhalb dieses Orts (p — 2) tei Di- 
mension eine monodrome Function der v ist, und gehen wir nun 
zur Untersuchung der Function V selbst über, aus welcher wir 
auch die Function -■ an diesen Ausnahmestellen zu characterisiren 
lernen werden. 



§ 53. Beweis, dass die Function V eine synektische 
Function der v ist. 

Die Function V(x {l) f a^....t^>; §) hat, wie oben nachgewiesen 
worden, die Eigenschaft, immer endlich zu bleiben. Die Differen- 
tialquotienten ihres Logarithmus nach den x (und deswegen auch 
nach den v) sind keineswegs algebraische Functionen; denn da 
bei den in — U auftretenden Integralen dritter Gattung Para- 
meter und Argument veränderlich sind, so setzen sich die Diffe- 
rentialquotienten eines solchen Integrals aus algebraischen Thei- 
len und aus den Pcriodicitätsmoduln S^ der unvollständig nor- 
mirten Integrale dritter Gattung zusammen. Aber alle diese 
Glieder haben die Eigenschaft, zum Theil für gegebene Puucte x 
ganz bestimmte Werthe anzunehmen, anderntheils wenigstens 
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völlig bestimmt zu sein, wenn die variabel]) Puncte x, wie dies 
bei dem Umkebrprobleni der Fall ist, auf bestimmten Wegen 
aus gegebeneu constantcn Puncten entstanden sind. Sie haben 
ferner die Eigenschaft, sich dem Logarithmus einer einfach ver- 
schwindenden Function, ohne weitern Factor, zu nähern, wo 
log V unendlich gross wird. Daher ist die Function V eine mono- 
drome Function der v in demselben Umfange , in welchem dieses 
den x selbst zukommt. Es kann daher nur in folgenden Fällen 
eine Störung der Monodromic von V möglich erscheinen; 

1) Wenn zwei Puncte x coincidiren : 

2) Wenn die Puncte x mit den Doppel- und» Rückkehrpunc- 
ten von f= auf einer Curve n — 3) lcr Ordnung liegen. 

Wenn wir nun bei Betrachtung des Falles 1), wie nach § 51 
gestattet ist, die Function V durch die mit ihr identische Function 

eV (t/W, yW . . .y</'); */) (e = + 1) 

ersetzen, wo die y, x mit den übrigen Puncten der Geraden 
|>7, so wie mit den Doppel- und Huckkehrpuncten auf einer 
Curve (n — 2) ,cr Ordnung liegen, so entsprechen die y einem 
andern Umkehrproblem, bei welchem die v bis auf additive 
Constanten durch die — v ersetzt sind. Die y haben keine den 
Fällen 1) oder 2) unterworfene Lage; sie sind an der betreffen- 
den Stelle monodrome Functionen der ?>, mithin auch V selbst, 
und der Fall 1) begründet also eine Unterbrechung der Mono- 
dromic nicht. 

«Dasselbe Hülfsmittel dient auch zur Behandlung des zwei- 
ten Falles. In diesem Falle sind die x in der That keine 
bestimmten Functionen der v mehr, aber die y sind es noch; 
die Curve (n — 2) ter Ordnung zerfällt in die Gerade £17 und in 
eine Curve (n — 3) ter Ordnung, welche die x und p — 2 andere 
Puncte enthält. Diese, zusammen mit den Puncten £, r\ selbst, 
bilden das System der y\ es fällt also in der zweiten Form von V 
ein Argument mit dem Parameter zusammen. In diesem Ealle 
verhält sich, wie wir wissen, log V wie der Logarithmus einer 
einfach verschwindenden algebraischen Function, und die Func- 
tion bleibt in der Nähe eines solchen Werlhsystems monodrom. 
Daher kann auch der Fall 2) eine Störung der Monodromic nicht 
begründen. Und so hat mau den Satz: 

Die Function V(x [1) , a % W . . . x^ ; g) ist eine stets end- 



1=1 «y») A 
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liehe und monodrome, also eine syneklische Function 
der v. 

Hiemit ist das Umkehrproblem auf die Betrachtung syn- 
ek tischer Functionen zurückgeführt. Es wird sich nun darum 
handeln, die wirkliche Darstellung dieser Functionen zu geben. 

Schon am Ende des 7 lcn Abschnittes wurde nachgewiesen, 
dass die von p + 1 Puncten abhängige Function V diese nur in 
den p Verbindungen 

enthält. Wir wollen sie deswegen als Function von den p Va- 
riabein 

f r (») | 

."lk=. £ Jvfl»k-J *•* + *** "= 

1=1 C X fJL 

betrachten, wo die K k sogleich näher zu bestimmende Constanten 
bedeuten sollen. 

Ersetzen wir nun die x durch die Puncto y, £ durch t/, so 
bleibt V bis auf das Vorzeichen ungeändert, d. h. es ist bis auf 
das Vorzeichen dieselbe Function der Grössen 

»=l c K fl 

Und zwar besteht zwischen tv, w die Beziehung, dass tv k + w h 
eine Constante ist, wie das Abel'sche Theorem sofort lehrt. VVir 
können daher die Constanten K h immer so bestimmen, dass diese 
Summe Null wird. Bei solcher Bestimmung werden die tv den 
w gleich und entgegengesetzt, und man hat also den Satz: 

Die Function V, als Function der w betrachtet, 
ändert sich nicht oder doch nur ihr Zeichen, wenn 
man die w sämmtlich gleichzeitig ihr Vorzeichen än- 
dern lässt. 

Die Constanten K bestimmen sich aus den Gleichungen 

2 ^ + 7 t f^k + '4 fu du A -/ rf,< /. - A* = °' 

i=l <r i=l c w fi fx 

wenn man darin für §, y\ irgend zwei beliebig gewählte Puncte, 
für die x, y irgend 2p constante Puncte setzt, welche mit den 
übrigen Puncten der die erstem beiden verbindenden Gerade 
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und den Doppel- und Rftckkehrpuncten von /*= auf einer Curve 
(n — 2) ter Ordnung liegen. Ueber diesen Gegenstand wird weiter 
unten ausführlicher zu handeln sein. 



§ 64. Periodicitätsmoduln von — U = log V. 

Untersuchen wir jetzt, in welcher Weise die Function V, 
welche nur von den w abhängt, sich ändert, wenn die tv um 
die allgemeinsten Periodicitätsmoduln von Integralen erster Gat- 
tung zunehmen, wenn also w. in 

w! = w i + 2m. nf— 1 + a. q u + a 2i q 2 . . . + a p . q p 

fibergeht, wo die w, q beliebige positive oder negative ganze 
Zahlen sind. Die Function, welche aus V entsteht, hängt nur 
von den rv' { ab; aber diese selbst unterscheiden sich von den w 
nur durch Constante, daher ist auch die aus V entstandene Func- 
tion F' nur eine Function der n\ Ebendies ist sonach der Fall 
mit der Function 

i\)tv s , tv 2 . . . w\ = log V' — log V, 

welche den gleichzeitigen Zuwachs des log V oder der Function 
— U angiebt. Diese Function i/; wollen wir jetzt bestimmen. 

Gehen wir von der Formel aus (§ 50) : 

in welcher vier Functionen F, also auch ihnen entsprechend vier 
Systeme der w auftreten, nämlich 

r fi 

Ji) 

C fl 

/ ] ,'/ 

Lassen wir nun einen Punct x einen solchen Periodenweg 
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durchlaufen, durch dessen Zufügung w h in w k ' übergeht, so geht 
zugleich W h in W^ über, und T A Z ) wächst um (vgl. § 41) 

JdI = J{q t du l + q 2 du, . . . + q p du p ), 
während die linke Seite der Gleichung (1) um 

zunimmt. Man hat daher die Gleichung: 

£ 
(2) . . . y{W x ,-W t . . .) — *(»,, w t . . .. =fdl. 

v 

Lässt man zweitens t? denselben Periodenweg, aber in ent- 
gegengesetzter Richtung beschreiben, so gehen die W h abermals 
in die W 9 h% zugleich aber die W° /t in W^ über; die rechte Seite 
von (1) also wächst um 

während die linke um 

(*) 

zunimmt. Daher hat man zweitens die Gleichung 

(3j . . . M,(W t , W f ...)- ¥.W y \ K . . ... =.f i / (/) ^. 

Zieht man nun (2) von (3) ab, so findet sich: 

t= J f) 
♦(»„ »,...)- W- »V • • •) = fVw rf/ - f dL 

Setzt man an Stelle der z % r\ hier die constanten Puncte c, p, 
so wird y (W*, fV t ° . . .) eine constante Grösse, und man kann 
den Ausdruck für ty[n> it w % . . .) in die Form schreiben: 

(4) . . . y (w t , w, . . .) = q t n> { + q t rv % . . . + q p rv p + C. 

Die Constante C, welche nur noch von den Zahlen m, q abhängen 
kann, bleibt näher zu bestimmen» 

Wenn wir mit Hülfe der Gleichung (4) die Function V durch 
V ausdrücken, so haben wir 

(5) . . . f = e (*i Vi + w * ?* ' • ' + w p Vj + C . v. 
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Da V dieselbe Function von den w\ wie V von den w ist, 
so geht V in eF über (s = + 1), wenn man an Stelle der 
Grössen w h die Grössen 

— f fV h + ^™,*]/~l + <h«ih + <k a u • • • + f lp a P h) 

setzt; denn hierdurch verwandeln sich die m in die — w, und 
also V in e V, da diese Function durch Aenderung der Vorzeichen 
aller w bis auf ihr Vorzeichen ungeändert bleibt. Zugleich aber 
geht aus demselben Grunde V in eV* fiber, und man bat daher 
aus (5) die zweite Gleichung: 

(6) ... r=e -^/.-^W** + C . y>. 

also, wenn man (5) mit (6) multiplicirt , und die gleichen Facr 
toren auf beiden Seiten auslässt: 

Mithin wird 

(7) . . . C = ± 22q k q k a kk + Ln]/~\ , 

wo L eine ganze Zahl ist. Es bleibt endlich übrig, diese ganze 
Zahl zu bestimmen. 

Zu diesem^Zwecke denken wir uns dem obigen Zuwachs der 
w einen zweiten Zuwachs 

2m/*j/=I + q;a ih + q ;<i. 2h . . . + q^a ¥h 
hinzugefügt. Die Function 

verwandelt sich hierdurch in 

wo L' von den Zahlen q, m ebenso abhängt wie L von den Zah- 
len q, m. Dasselbe Resultat muss man erhalten, wenn man in 
V direct die w h um die Grössen 

2 (m h + m/) nj/—l + a lh [q i + q{) + « 2/t (q 2 + q^) . . . 

vermehrt Hierdurch aber geht V über in 

wo X" von den Summen m + ?n, q + </ abhängt, wie L, L' von 
den einzelnen Zahlenreihen. 
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Die Vergleich ung giebt also (da von geraden Vielfachen von 
nY — 1 abgesehen werden kann): 

L + L' = Z". 
Wir können daher überhaupt die Zahl L, welche einer Summe von 
beliebig vielen Zahlenreihen entspricht, gleich der Summe aller 
Zahlen L setzen, welche den einzelnen Zahlenreihen entsprechen. 
Gehen wir nun von denjenigen Zahlenreihen aus, in denen immer 
nur eine Zahl m, oder nur eine Zahl q von Null verschieden und 
zwar gleich 1 ist. Aus diesen können wir die Zahlenreihe 
m t , m t , . . . q l9 q % . . . zusammensetzen, indem wir die erste 
m,fach, die zweite mjach etc. wiederholen. Wenn wir also die 
Werthe von Z, welche den ersten 2p Zahlenreihen entsprechen, 
durch 

x j , x 2 . . . x^ , X t , X t . . . X p 

bezeichnen (und zwar brauchen wir diesen Zahlen nur die Werthe 
oder 1 beizulegen, wie dies auch bei den L der Fall ist], so 
haben wir für L den Ausdruck: 

L — % x m x + * t m t . . . + * p m p + X t g t + X 2 q t . . . + k p q p . 
Und so haben wir endlich den Satz: 

Wenn die w h um die Ausdrücke 
2m A 7tj/=l + £ k a hk q k 
wachsen, so geht die Function V über in 

V • e Zm k9k + 4 ^hk 9 A 9 k + (^ x A m A + Z h<lhl W = ^ 9 

wo die Ar, X ganze Zahlen sind, welchen man die Werthe 
oder 1 beilegen kann. 

Wir haben also die Bestimmung des Periodicitätsmoduls von 
log V so weit geführt, dass nur noch die 2p ganzen Zahlen x, X 
unbestimmt bleiben. Diese sind durch bestimmte Integrale defi- 
nirt; sie sind die Periodicitätsmoduln von log V, vermindert um 
die bereits anderweitig gefundenen Bestandtheile desselben. 

§ 55. Reihenentwicklung. 

Setzen wir in der Formel, welche die Aenderung von V bei 
einer Aenderung der w um Periodicitätsmoduln angiebt, an Stell** 
der w die um halbe Periodicitätsmoduln vermehrten Grössen 

Clebsch u. Gordan. Theor. d. AWl'schpn Funct. 13 
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(1) . . . u k = » A — l A iq^ - ±(* l au + * t (^.. • +*fj 
ein. Indem wir die Gleichung 

V = V . e z "#h + i z Mk a *k + ^tPh + Vä) «/-i 
mit 

— ± Z* h m h - Ä A m A rc/=l — £ & ÄVtt 

multipliciren, finden wir die Gleichung 

e~ i ä a(»a + 2m A 7t/— 1 + fllrfl + a 2Ä g 2 . . .) . p' 

Die Function 

e — ± 2% h a h m y 

ändert sich also nicht, wenn man die o um Vielfache 
von 2%]/ — 1 vermehrt, und ändert sich nur um den Factor 

e^tPh + i -SWa*, 
wenn die <o h um die Ausdrucke ^a^ + ^a^ ... vermehrt 
werden. 

Aus dem ersten Umstände folgt, dass diese Function in eine 
stets convergirendc Reihe nach den positiven und negativen Po- 
tenzen der p Grössen e a * entwickelt werden kann, dass man also 
setzen darf: 

— \ ZK h u h V = ZJ e r^ x + r 2 a> 2 . . . + r • 

r i r f- r p 

wo die Summe rechts über alle Werthe der r von — oo bis 
+ oo ausgedehnt werden muss. 

Die Anwendung des zweiten Theiles von obigem Satze fuhrt 
sodann auf die Formel: 

= e Z Vh°>h + I-^Waa ZA ä*A 



r i r f- r p 



r i r t • • • % 



Setzt man hier links r t + q it r 2 + q % . . . für r n r 2 . . . , was, 
da die Summe für die r von — oo bis + oo zu nehmen ist, 
nichts ändert, so erhält man 

^4. j- „ j- ^ «^ + ?a) ®a + Z Wa* + -*Wa* 

= e± %A/.- . -£* e E{ ?h + 9 k ) w a. 

r.r* . . . 
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Wenn man daher die Coefficienten gleicher Exponentialgrössen 
vergleicht, so findet man: 

A , _±_ =e~ Zr h<lk a hk — h Zc lh<lk a hk .A 

oder wenn man alle r gleich Null setzt: 

A a „ „ ^e-t^kWkkA».., 

Durch die obigen Periodicitätsbedingungen sind also alle 
Coefficienten der Reihenentwicklung vollständig bestimmt, bis auf 
einen allen gemeinsamen Factor, und man hat: 

— -fe E* h u h m v=Aqq umam£ —\ 2r h r k a kk + Zr^ h 

Bezeichnen wir jetzt durch 8(w, , a>, . . . co ) die Funtion : 

(2) . . . 9(» l9 © 2 . . . to p ) = Ze~ ± Ir /A% + Zr >Fh t 
so wird 

V= A w . . . • «± z% h"k . 0(a> n o), . . . mj. 

Die Constante ^ w . . . ist leicht zu bestimmen. Denn ihrer 
Entstehung nach wurde die Function ü gleich Null, also F=l, 
wenn die x, £ in beliebige Anfangspuncte y, £ übergingen. Be- 
zeichnet man also durch a> Ä ° dasjenige, was bei diesem Ueber- 
gange aus w A wird, so ist 

Diese Reihe für V ist nach dem Frühern stets convergent. 
Die Function S muss also in Folge der hei diesen Entwickinngen 
auftretenden Werthe der a hh ebenfalls die Eigenschaft haben, für 
alle endlichen Werthe der w zu convergiren. 



§ 56. Die Argumente der Function 6. 

Gehen wir jetzt zur näheren Betrachtung derjenigen Grössen 
a> über, welche die Argumente der Function & bilden. Diese 
entstanden durch Abziehen von halben Perioden aus den tv, so 
dass wir schreiben können 

(i) . . . «,=» A -w, 

13* 
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wenn 

p a*' l = 2 V^ 31 * + Via + \ a *h • • • + VM 
gesetzt ist. Die Argumente tv aber entstanden aus den v mit 
Hülfe der Gleichung 



v h = v h — i du h+ K h = * fo) du A — y **+ **• 



Die Constanten K h endlich sind dadurch gegeben, dass 
2K= f du, + f du M - £ J ' du, - £ fou„ 



wo die x, y mit den Doppel- und Rückkehrpuncten und mit den 
übrigen Puncten der Geraden \r\ auf einer Curve (n — 2)** 
Ordnung liegen sollten. Lassen wir nun diese Curve in die in 
§ 47 erwähnte ßerührungscurve übergehen, bei welcher £, i\ io 
einen Punct p, die x mit den y paarweise in Puncte £ zusam- 
menfielen; Puncte, die mit den Puncten £, r\ t c, (i, x, y "durch 
Wege zusammenhängen, welche in die hier auftretenden Integra- 
tionswege überführbar sind. Alsdann haben wir 

K h = ~ gjp du »' 
und wir können also schreiben: 

(2) . . . n>,= £ Ldu A —fdu k . 



Halten wir den Punct (i fest, so ist die Aufgabe, die Puncte 
e zu bestimmen, keineswegs eindeutig lösbar. Die Puncte s sind 
die ßerührungspunete einer Curve (n — 2) ler Ordnung, welche 
durch die Doppel- und Rückkehrpuncte geht, und durch die 
übrigen Schnittpuncte der im Puncte fi an f—O gelegten Tan- 
gente. Wir wollen untersuchen, wie viel solcher Berührungs- 
curven es giebt. Die e gehörten einer beliebig gewählten ße- 
rührungscurve an; die ßerührungspunete einer andern dieser 
Curven bezeichnen wir als die Puncte a. Dann bestehen nach 
dem Abel'schen Theorem die Gleichungen 



fei V 
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wo, wenn die Wege von den s zu den a beliebig gedacht werden, 
rechts ein beliebiger Periodicitätsmodul eines Integrals erster 
Gattung hinzugefügt werden kann. Man kann also die a defi- 
niren aus der Gleichung: 

(3)- •• 2U*» h <=*\P{' 1 ' 

1=1 « 

Jedem System von Zahlen x, X entspricht ein System der a, 
also eine ßerührungscurve, und auch nur eine einzige. Unter 
diesen verschiedenen Systemen ist eines das System der e selbst, 
nämlich dasjenige, für welches alle x, X verschwinden. So oft 
nun zwei halbe Perioden ^ P** x sich nicht um ganze Perioden 
unterscheiden, müssen auch die entsprechenden Systeme der et 
von einander verschieden sein; es giebt also so viel Berührungs- 
curven, als Zahlensysteme x, X aus den Zahlen und 1 zusam- 
mengesetzt werden können, also 2*?. Eine dieser Curven ist die 
ursprünglich betrachtete; eine zweite ist diejenige, deren Zahlen 
x, X mit den in den a> auftretenden übereinstimmen. Die ße- 
rührungspunete der letztern wollen wir jetzt vorzugsweise als die 
Puncte a bezeichnen. 

Aus den Gleichungen (1), (2), (3) zusammen ergeben sich 
nun sofort die Werthe der o in der Form: 

a A= £ ,J(O du A— J du h- 

1=1 a fi 

Und man hat den Satz: 

Die Argumente a> der Function & sind die von den 
v um Gonstante verschiedenen Integralsummen 

»A= 2h) du H-J du h> 
»=1 a fi 

wo die et die ßerührungspunete einer bestimmten un- 
ter den 2 2 *Curven (n — 2) ter Ordnung sind, welche durch 
die Doppel- und Rückkehrpuncte gehen, so wie durch 
die n — 2 andern Schniltpuncte der in (i an f=0 ge- 
zogenen Tangente, und welche ausserdem die Curvc 
/*=() in p Puncten berühren. 

Es ist zu bemerken, dass die 2 2 *> Curven, welche ver- 
schiedenen Puncten (i entsprechen, einander in bestimmter Weise 
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zugeordnet sind, so dass, wenn man u bewegt und zugleich die 
a sich continuiriich ändern lässt, der Werth von a keine Modi- 
ficatiou erfahrt. Man braucht zu diesem Zwecke bei einem an- 
dern Puncte v statt der a nur diejenigen Puncte ß zu wählen, 
für welche 

°? &*»>— /**> = »• 

r=zl CT fX 

Wählt mau ein andres System der ß, so tritt rechts die Hälfte 
eines Periodicitätsmoduls hinzu. 



§ 57. Lösung des Umkehrproblems durch Ofunctionen. 

Wir wollen jetzt untersuchen, wie sich die Lösung des Um- 
kehrproblems mit Hülfe der synektischen Function S darstellt. 
Aus der Gleichung 

y\x ,* 1 ,§, — 6 e«,<...) 

ergiebt sich zunächst für die specielle Transcendente ^ T>(x) 
der Ausdruck 

wo bei den diüuctioneii immer nur ein Argument, aber voll- 
ständig ausgeschrieben, gesetzt ist. Sodann aber findet man für 
die allgemeine Transcendente die Formel: 

e (i/«^- a) • •(s^r** - a) 

Und für das Umkehrproblem hat man die Formel: 
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(2). 



i — I I J_ 



Man sieht, dass die beiden letzten, dem Umkehrprobleme 
wesentlich zugehörigen Formeln von den Zahlen x vollkommen 
frei geworden sind, welche von der zufälligen Anordnung der 
Transcendente £ T* (x) und der Function V herrührten. Aber 
diese Gleichungen fuhren naturgemäss darauf, das Umkehr- 
problem, welches im sechsten Abschnitte auseinandergesetzt 
wurde, auf das speciellere Umkehrproblem zurückzuführen, in 
welchem die c nicht beliebig gegebene Puncte, sondern gerade 
das Punktsystem der et darstellen, welches einem gegebenen 
Puncte (i zugehört, während wir letzteren als beliebig und nume- 
risch gegeben betrachten können. 

Wir haben dann nur, um zu dem frühern Unikehrproblem 
zurückzukehren, die neuen Werthe der v um constante Grössen 
zu vermehren. 

Setzen wir also 

** fj U H=\ (Ä = l,2.../>), 

1=1 J'l h * 



so ist jetzt die Lösung des Umkehrproblems in der Formel ge- 
geben : 

( n 



(3) 



fl fl 



nW-=n 



(l) a (~ X *' ®(»A -flH) »(/ du h ) 



Wir erhalten zugleich für die Transcendente T» den Ausdruck: 

9(v h -j du h )e{fdu h ) 

t ^(:)= ,o 8 — ** — v- 
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Wir können diese Transcendente jetzt als Function der v durch 
Tu (t>) bezeichnen, so dass man die Definitionsgieichung hat: 

n f 

e(v A -fdu h )e{fdu h ) 

(4) . . . T h (v) =io g ^ ^— ' 

Aus den Eigenschaften der Function erkennt man sofort, dass 
wirklich die durch die Gleichungen (3), (4) dargestellten Functionen 
diejenigen Periodicitätseigenschaften besitzen, welche denselben 
oben (im 6 ten Abschnitt) beigelegt wurden. Aus der Eigenschaft, 
dass, wenn 

gesetzt wird, 

6(v) = e Z ?h v h + i z Wk a hk B( v ), 

folgt erstens, dass die Functionen (3) sich in keiner Weise 
ändern, wenn die darin auftretenden Integrale um 
Periodicitätsmoduln vermehrt werden, dass diesel- 
ben also wirklich 2pfach periodische Functionen 
sind. Für die Function T* (v) aber erhält man die Glei- 
chung : 



■fe 



n 



was die im 6 ten Abschnitte angegebene Periodicitätseigenschaft ist. 

§ 58. Ein Integral dritter Gattung und das Doppelver- 
hältniss (~\ : (^ j durch ©functionen dargestellt. 

Aus den Formeln (1), (2) kann man noch einige andere inte- 
ressante Gleichungen ableiten. Lässt man in (1) die x, z paar- 
weise zusammenfallen, so dass nur ein einziges x von dem 
entsprechenden z verschieden ist, etwa xM von z^. Setzen wir 
dann 

^ *<*> J® ,w 

f du, + f du, + ( du, . . . + / du. — m. t 

«£(1) h T J a {2) A ^ ty) h J a iP) h h 
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so findet man ein einziges Integral dritter Gattung durch ©Fun- 
ctionen ausgedrückt mit Hülfe der Formel: 

(1) Blfd* A +m A ) e(Jdu h + m h ) 

(*>••■ &y • dII tn = »* -^ ^ 

9(fdu +m h ) 9(fdu h + m h ) 

Und ebenso erhält man aus der Formel (2), wenn man darin die 
c durch z, p — 1 von diesen aber durch die x ersetzt, die Quo- 
tienten zweier algebraischer Functionen durch ^Functionen aus- 
gedrückt: 

(6) ■ ■ ■ /vf~ = TJL ^ V i5 ■ 

\+)j\) " 0(Jdu h +m h )9{fdu h + m h ) 

n I 

wobei die Puncte £ die Schnittpuncte von qp=0 mit f=0, die 
Puncte ?? die Schnittpuncte von i//=0 mit f—0 bedeuten. 

Es ist bemerkenswerth dass diese Ausdrücke nothwendig von 
den p — 1 Puncten xP\ x^ . . . x^ unabhängig sind, welche in 
den p Grössen m auftreten. Es folgt daraus, dass diese p Grössen 
selbst nur in einer Combination die rechten Theile der obigen 
Gleichungen beeinflussen können, da nur eine Combination der 
m existiren kann, welche von den xfi), x^ . . . xM unabhängig ist. 

Wenn man in der rechten Seite der Gleichung (6) die Aus- 
drücke (5) substituirt, so wird man zum Abelschen Theorem zu- 
rückgeführt. Man kann umgekehrt von diesem ausgehend Glei- 
chungen entwickeln, welche der Gleichung (6) analog sind, aber 
rechts eine kleinere Anzahl von Factoren enthalten. 

Betrachten wir zu diesem Zwecke die Gleichung des Abel- 
schen Theorems: 

wo jetzt die y und x Paare von Schnittpuncten der Curven i{/=0 
und q>=0 mit /==0 bedeuten. Die Zahl der x und der y sei 
r. Fügen wir rechts soviel Integrale mit zusammenfallenden obern 
und untern Grenzen hinzu, dass die Anzahl aller Integrale durch 
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p tlieilbar wird (9 . //-, so können wir nach Belieben immer p In- 
tegrale zu einer Transcendente T vereinigen, und wir erhalten 
die Gleichung: 

" (5),- ">* (5), = £ T - &™;l™ : : : y*} 

Setzen wir also: 

x t'W-i) ,(W*) x <'+n* 

t,^ = /• rf M + f du . .. . + f du h 

a a a 

y t*+D y tV+2l yCH-DP 

^ = /" «te. + f du. . . . + f du,, 

a {1) a {2) a {p) 

so erhalten wir mit Benutzung der Formel (1), indem wir von 
den Logarithmen zu den Zahlen übergehen: 






? 



fi fi 

Die Bildung des Ausdrucks rechts kann auf unendlich viele ver- 
schiedene Arten geschehen, indem die hinzugefügten Puncte y , 
# (r+1) , ... y QP , x* p beliebig sind, und ausserdem noch die Ver- 
einigung der gp Integrale in Gruppen zu p auf mannigfaltige 
Weise abgeändert werden kann. 



§ 59. Quotienten alternirender Functionen durch 
©functionen ausgedrückt. 

Die im vorigen § aus dem Abelschen Theorem entwickelte 
Gleichung kann auch dazu benutzt werden, im Sinne des Um- 
kehrproblems gewisse symmetrische Functionen von p Puncten x, 
welche nicht mehr die oben angenommene einfache Form haben, 
direct durch (^Functionen auszudrücken. . 

Es seien zur Bestimmung des Schnittpunctsystems einer durch 
Doppel- und Bückkehrpuncte gehenden Curve m XeT Ordnung (m>w — 3) 
mit der Curve f—Q soviel Schnittpuncte gegeben, dass die Hin- 
zufügung von p weiteren Schnittpuncten die übrigen bestimmen und 
also das ganze Schnittpunctsystem festlegen würde. Die Gleichung 
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einer solchen Curve setzt sich aus den Gleichungen von p+1 der- 
selben linear zusammen, so dass 

<P = *i9>i + K<P t • ■ - k p +itp p +i = 
die Gleichung einer Curve dieser Art wird, wenn die £ beliebige 
Constanten, q> t = 0, q> t = ... <p p +i = aber specielle Curven 
sind , welche denselben Bedingungen genügen, und zwischen deren 
linken Theilen keine lineare Relation besteht. Soll nun die Curve 
<p = durch p variable Puncte #W, x^K . . at& gehen, so werden 
die Factoren k durch lineare Gleichungen bestimmt, und man 
erhält, wenn X den laufenden Punct bezeichnet: 

Hin v,w 



(1) ... <p(X) = 









<p t {af*)), q> 2 (xW) . . . *L. .(«W) 



H-i^ 



Diesen Ausdruck setzen wir in der letzten Formel des vori- 
gen § an Stelle von q> , an Stelle von i\> aber dieselbe Function, 
in welcher nur an die Stelle der x constante Puncte a gesetzt 
sind. Jede dieser Curven schneidet f=0, ausser in den ge- 
meinsamen Schnittpuncten , erstlich beziehungsweise in den Punc- 
ten x, a, sodann aber noch in je p andern Puncten X, A, welche 
mit den x, a algebraisch verbunden sind, und zwischen denen 
ausserdem die p transcendenten Gleichungen bestehen : 



(2) 



K=p 



J»'> 



t=p X 



(0 



* fi» du *+ Z t /(0^=° (Ä= 1, 2 . . . p). 



Die Gruppen der x des vorigen § sind hier durch die Gruppe 
der x und die der X vertreten, ebenso die Gruppen der y durch 
die Gruppe der a und die der A. Setzt man also 



i=l a 



.« 



s S { i) du h= sv h 

.±Jif) du A z=V /,' 
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so ergiebt sich aus (2): 

2 f(i ) du k= V A+ V k— V k> 
i=l a 

und man erhält daher aus der letzten Gleichung des vorigen §: 

■s ± <?.(£) y,(* (1) ) • . ■ Vp+ii^) -s ± vM y,(« (1) ) • ■ • y^ 1 ) _ 

2 ± 9>.(l) 9>t(* (1) ) . . . 9>h.i(* (,,) ) ' 2? ± 9>,(S) 9>,(« (1) ) • • • Vp+i^) 

1 • • • '«■*- A> *•;+■;- •,- A *■;- A *•;- A 



(4) 



Schreiben wir diese Gleichung in der Form: 

■S±y,(|)y,(a ; (1) )...y H . 1 ( a; 'P») 
■S±»,(S) Vt ( a M) . . . 9p+1 (aW) 

= M * «- 



so ist Jtf offenbar von g unabhängig, da es sich nach der obigen 
Gleichung nicht ändert, wenn man £ durch rj ersetzt. Bezeichnen 
wir nun für den Augenblick durch R t , R Y ...R^_ lt Ä,°, Ä Ä °.»./C +l 
die aus den q> k {x^) und q> fc (aM) zusammengesetzten Unterdetermi- 
nanten, so dass 

<p = Ä |9l (S) + Ä tVt (ö . . . + Ä^^xd), 

y = *>,(© + Ä t > t (ö . . . + ä; +1 9|P+1 (ö. 

so kann man die Gleichung (4) als lineare Gleichung mit den 
Unbekannten R t , R z . . . R . l$ M ansehen. Solcher Gleichungen 
bilden wir uns p + 1 verschiedene, indem wir der Reihe nach 
p + 1 verschiedene constante Puncte £W, £W . . . g^ 1 ) an Stelle 
von £ einführen. Ist dann A.W die Unterdeterminante der 
Determinante 

^±<P 1 (I (1) )9 8 (^...<P H . 1 (S (P+1) ) 
nach dem Elemente g>ßW), so ergiebt sich aus der Auflösung 
jenes Systems die Gleichung: 
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^.^T^^t« + x'^m . . . + ^^[W] 

9(v —fdu) 9(v° + v — v —fdu) 

Gif —J du) 9(v—fdu) 

wo m ein unbestimmter Factor ist. Man hat also hiedurch die 
Verhältnisse der p + 1 alternirenden Functionen R t , R t . . -Ä .^j 
durch & Functionen ausgedruckt, deren Argumente sich von den 
Variabein des Umkehrproblems nur um Constante unterscheiden. 



Neunter Abschnitt 

Die F u 11 c t i o n &. 



§ 60. Verschwinden der Function 0. Unbestimmter 
Fall des Umkehrproblems. 

Die Function 0, welche oben aus der Funclion V abge- 
leitet wurde, besitzt die Eigenschaften derselben; sie wird für 
endliche Werthe der o nicht unendlich, und sie verschwindet, 
wenn die w bestimmte Bedingungen erfüllen, aber in keinem 
andern Falle. 

Setzen wir wie oben 

f=p ar (0 i 

(1) . . . a>,= 2 f du h -fdu k . 

i=l a ft 

Sind die co, die Argumente von 6, gegeben, so ist in diesen 
Gleichungen £ noch willkürlich; man kann es mit p zusammen- 
fallen, oder umgekehrt > gegen den variabeln Punct £ hinrücken 
lassen, wodurch das letzte Integral zum Verschwinden gebracht 
wird. Hat man über p, £, also auch über die a verfügt, so 
sind die x im Allgemeinen völlig und eindeutig bestimmt 

Die Function 0, wie V, verschwindet nun immer in den 
folgenden beiden Fällen: 

1) wenn ein Punct x mit § zusammenfallt; 

2) wenn die Puncte x auf einer durch die Doppel- und 
Rückkehrpuncte gelegten Curve (n — 3) ter Ordnung liegen; 

und zwar kann & in keinem andern Falle verschwinden. 
In beiden Fällen enthalten die a> dann nur noch p — 1 Va- 
riabein; denn im ersten Fall hebt sich £ gegen das mit ihm zu- 
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sammenfallende x direct auf; im zweiten Falle kann man die 
Integralsummen, welche die Puncte ocW, .T< 2 >...a^> zu obern 
Grenzen haben, durch andere ersetzen, welche die mit jenen auf 
einer Curve (n — 3) ter Ordnung gelegenen Puncte a^ 1 *, a#+ 2) . . . x^v-^ 
zu obern Grenzpuncten haben, sodass diese mit £ zusammen als 
Variable übrig bleiben. In beiden Fällen findet also zwischen 
den o> eine Bedingung statt. 

Dass übrigens die beiden Fälle auf einander zurückkommen 
und also nicht wesentlich verschieden sind, ist schon oben be- 
nutzt worden. Denn da 0(— <o) = ö(o), so ist ebenso wie die 
Gleichung (1) auch die folgende Ausdrucksweise berechtigt: 

(»') 
*=p r y r n 

i=l a n 

Aus der Gleichung 

v=p( *<•> y ( " \ / { , \ 

L \fy>+f» du ») - (m. +/**)= ° 

folgt nun, dass die x, y die Schnittpuncte einer Curve (n — 2) ter 
Ordnung mit /" = sind, welche durch die Doppel- und Rück- 
kehrpuncte geht, so wie durch die p — 2 Puncte, in welchen 
die Gerade £fy noch trifft. Liegen nun, die x auf einer Curve 
(n — 3) ter Ordnung, so muss diese mit der Geraden £17 zusam- 
men die Stelle der Curve (n — 2) ter Ordnung einnehmen, es muss 
also ein Punct y in g, ein anderer in v\ fallen. Während also 
bei den x der Fall (2) eintritt, tritt bei den y der Fall (1) ein, 
und umgekehrt, wenn bei den y der Fall (2) eintritt, erfüllen die 
x die Bedingungen des Falls (1). 

Bei den oben gemachten Anwendungen des Abel'schen Satzes, 
bei welchen der Ausdruck 

(;), 

als Quotient von öproducten dargestellt wurde, können wir den 
Fall, wo einige der & verschwinden könnten, immer umgehen. 
Denn wir verwandelten den Logarithmus des obigen algebraischen 
Ausdrucks in eine Summe von Integralen dritter Gattung; diesen 
können wir andere mit zusammenfallenden obern und untern 
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Grenzen immer so zuordnen, dass sich Gruppen von je p Inte- 
gralen bilden lassen, deren entsprechende Oquotienten nicht 
unbestimmt werden. 

Dagegen Iritt allerdings bei dem Umkehrproblem der wirk- 
lich unbestimmte Fall ein, dass die x unbestimmt werden, sobald 
die Integralsummen erster Gattung einer gewissen Bedingung 
unterliegen; derjenigen nämlich, welche aussagt, dass die x auf 
einer Curve (n — 3) lcr Ordnung liegen, welche durch Doppel- 
und Rückkehrpuncte geht. Dies zeigt sich in den Formeln des 
Umkehrproblems dadurch an, dass die sämmtlichen dfunetionen 
in Zähler und Nenner gleichzeitig verschwinden. 

Man kann aber für diesen Fall das gegebene Umkehrproblem 
immer leicht auf ein anderes zurückführen, welches bestimmt 
ist. Denn obwohl die x selbst hier nothwendig unbestimmt wer- 
den, sind es doch keineswegs die p — 2 Puncte y, in welchen 
f=0 von der durch die x gehenden Curve (n — 3) ler Ordnung 
noch geschnitten wird. Fügen wir diesen p — 2 unbekannten 
Puncten y zwei andere beliebig auf f=0 gewählte bekannte 
Puncte y(P— l) , yM hinzu, welche nur mit den erstem nicht anf 
einer Curve (n — 3) ter Ordnung liegen. Alsdann ist 

f=l a 

aber auch 

(3) . . . , £/^du k =k A - V 

tzzl a 

wo k h die aus dem Abel'schen Theorem zu bestimmende Con- 



stante 



h 






bedeutet. Indem man die Gleichungen (3) zur Grundlage eines 
neuen Umkehrproblems macht, erhält man (vgl. § 57. 3.) 

x Sa fi fi 

wo nun in dem Product rechts zwei Factoren, welche den gege- 
benen y entsprechen, völlig bekannt sind. Indem man also diese 
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Factoren absondert, und der Zahl X verschiedene Werthe beilegt, 
kann man eine Gleichung (p — 2) len Grades bilden, deren Wurzeln 

die unbekannten Werthe von ( % \ sind. 

Man kann endlich eine directe Methode verlangen, den Quo- 
tienten zweier verschwindenden Functionen auf seinen wahren 
Werth zurückzuführen. Da oben der Fall (2) immer auf den Fall 
(1) zurückgeführt werden konnte, so beschränken wir uns darauf, 
anzunehmen, dass beide ©functionen, in denen wir den willkür- 
lichen Punct £ als gemeinsam voraussetzen dürfen, durch Ueber- 
einstimmung dieses Punctes mit einem der Grenzpunote ver- 
schwinden. Wir betrachten also den Ausdruck 



.... - Z—, 



lim 



Multipliciren wir denselben mit einem ähnlichen nicht unbestimmten 
©quotienten, so haben wir nach § 57. 1. 

logZ+log-^— - -p \=- * Jjff* n V 

l fc=i #o *^J a (p) h y hi 

Dieser Ausdruck ist, wie die rechte Seite lehrt, von der Lage 
des Punctes y abhängig; für die linke Seite können wir also den 
Ausdruck setzen, welcher entsteht, wenn wir y durch einen 
beliebig auf /* = gewählten Punct / ersetzen. Und demnach 
erhalten wir für L den Quotienten zweier Producte von je drei 
Functionen; die Argumente der Functionen sind 

im Zähler: im Nenner: 

i=p~l * W t J v=p-l * w 



zp— 1 * w i J tz=p—lz' t H 



r=p—l ar ' y w izzzp—1 -** 



—P— 1 * x ~y Ji tzzip—1 x v w 

^ Ldu+f x du-fdu L S {„duA-r \du-fdu L . 

f-i J(i) h l J[p) h J h rf_, J(i) A* J [p) h J h 

Clebsch u. Gordan, Theor. d. Abel'schen Funct. 14 
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Der unbestimmte ©quotient ist also auf den Quotienten nicht 
verschwindender Producte zurückgeführt, und zwar enthält der 
neue Ausdruck die beiden willkürlich eingeführten Puncte t, ij. 

Wenn nicht nur eines, sondern mehrere Punctepaare x, z 
mit dem Puncte £• coincidiren, so ist der vorliegende Ausdruck 
abermals unbestimmt; aber durch dasselbe Verfahren kann man 
die Anzahl der Punctepaare, welche die Unbestimmtheit herbei- 
führen, fortgesetzt vermindern, und gelangt schliesslich zu be- 
stimmten Ausdrücken. Man hat, wenn k Punctepaare x, z 
mit | zusammenfallen, dieses Verfahren k mal hinter einander 
anzuwenden. Wir können hieraus vermuthen, dass in diesem 
Falle die Function & nicht einfach, sondern Ar fach 
verschwindet. Dies wird in der That durch den Anblick von 
log & bestätigt, wie dieser Logarithmus in der Function — V 
gegeben vorliegt. Wenn in dieser (§ 49) at l \ xPK . . xW sich 
dem gemeinsamen Endpuncte £ nähern, so wird der unstetige 
Theil von — U nach den Eigenschaften des Integrals dritter 
Gattung: 

— 2 log (| — <cW) + 2 log (x® — xW) — log <p{xM, xPK.. *W). 

K=l 

Aber die letzten beiden Terme bleiben zusammen endlich, auch 
wenn die x sich einander nähern, daher nähert sich U dem 
Werthe — log [(£ — xW) ({ — a* 2 >) ...(£ — *<*>)], oder es nähert 
sich dem Ausdruck 

Const. ({ — >>) (g — *«) ... (| — *<*>), 

d. h. es verschwindet k fach, und mit ihm verschwinden seine 
k — 1 ersten Differentialquotienten nach |. 

Aus dem oben augeführten Grenzwerth von — U ersieht 
man übrigens, dass die Function 6 auch dadurch in höherer 
Ordnung verschwindet, dass nicht nur einige der x in £ fallen, 
sondern dass auch die Puncte x während dieser Annäherung 
fortfahren, auf einer Curve (n — 3) ter Ordnung zu liegen. Zu 
der Ordnung des verschwindenden Products g — #W. £j — spe- 
ist dann die Ordnung des verschwindenden Ausdrucks 



zu addiren, welche im Allgemeinen die erste ist. 
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§ 61. Besondere Fälle, in welchen die Function & 
verschwindet. 

Wir können umgekehrt einen ©quotienten, welcher aus 

irgend welchen Gründen die Form — annimmt, immer auf solche 

dqußtienten zurückführen, welche nur deswegen unbestimmt 
werden, weil die obern Grenzpuncte (x, z) auf Curven [n — 3) ter 
Ordnung liegen, welche durch die Doppel- und Rückkehrpuncte 
gehen. Hiebei aber können einige besondere Umstände eintreten, 
welche eine genauere Erörterung verdienen. 

Im Allgemeinen bestimmen mn — p Schniltpuncte einer durch 
Doppel- und Rückkehrpuncte von f=0 gehenden Curve m ter 
Ordnung die p übrigen. Nur wenn m = n — 3, oder kleiner 
ist, tritt eine Ausnahme ein; wir können uns sogar auf die Be- 
trachtung von m = n — 3 beschränken , indem wir bei kleinern 
Werthen von m durch Zufügung irrelevanter Curven uneigentliche 
Curven (n — 3) ter Ordnung erzeugen. 

Nimmt man if gend p — 1 Puncte x^\ # (2) . . . af*- l) beliebig 
auf der Curve f=0 an, und lässt durch sie, sowie durch Doppel- 
und Rückkehrpuncte eine Curve (n — 3) ler Ordnung gehen, so ist 
diese bestimmt, und giebt p — 1 weitere Schnittpuncte auf f= 0. 
Wenn man x^~^ bewegt, so werden sich im Allgemeinen auch 
alle p — 1 weitern Schnittpuncte mit bewegen. Aber es kann 
geschehen, dass bei specieller Lage der Puncte at l \ xf 2 K.. x^~ 2 ^ 
die Bewegung von x(p~ 1) auf einen der p — 1 übrigen Schnitt- 
*puncte keinen Einfluss hat, dass also jene p — 2 ersten Puncte 
ohne Zufügung des (p — l) ten Puncts schon einen weitern Schnitt- 
punct äff) bestimmen, so dass eine besondre Lage von a^ _1 ) dann 
nur noch die p — 2 fehlenden Schnittpuncte fixirt. Da hierin 
nur eine Bedingung liegt, so können wir die Puncte xW,xP\ . ..r^- 3) 
beliebig annehmen, und die Frage stellen, wie x^~ 2 ^ zu bestim- 
men ist, damit alle durch x^, x i2 K . . x^~ 2) gehenden Curven 
der gedachten Art auch noch durch einen weitem Punct xM 
ffehen. Legen wir nun irgend drei solcher Curven durch afl\ 
^ 2) . . . x&~ z \ und sind ihre Gleichungen ^=0, g> 8 = 0, 
Pa : =?0, so ist, wenn nur zwischen den Ausdrücken g> it g> 2 , g> 3 

* e toe lineare Relation besteht, jede vierte Curve darstellbar durch 
dl« -r* 
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wo die « veränderliche Parameter bedeuten. Dieselben werden 
auf ein Verhältniss reducirt, wenn man diejenigen Curven be- 
trachtet, welche durch den gesuchten Punct od?- 2 ) gehen, für 
welche also 

(1) . . . a t q> t (af*-*>) + « t <P t (x { *-V) + « 8 9>s(* (p - 2) ) = 0. 
Es wurde aber verlangt, dass alle diese Curven durch einen be- 
stimmten andern Punct x&) gehen sollten, d. h. dass aus der 
Gleichung (1) immer die andere folgen solle: 

(2) . . . a l(Pi (x(P)) + « t 9 f (*M) + «,9,(a<W) = 0. 
Dies ist nur möglich, wenn die drei Gleichungen bestehen: 

f 9l (*Ctf) = hp t {afP-*) 

(3) • • • { 9>(*W) = hp t [atP-*)) 

{ q, n (afP)) = hp 3 (x(P-% 

Aus diesen Gleichungen bestimmen sich k und die Puncte xty 
afp—*), welche gesucht wurden. 

Die Gleichungen (3) zeigen eine Reciprocität zwischen den 
Puncten ofr\ x^~ 2) . Es giebt also eine Anzahl von Punctepaaren, 
welche die Eigenschaft haben, mit gegebenen p — 3 Pnncten 
zusammen die gemeinsamen Schnittpuncte eines Systems von 
Curven (n — 3) ler Ordnung mit f= zu bilden, also mit diesen 
zusammen eine Curve (n — 3) tcr Ordnung ausnahmsweise nicht 
zu bestimmen. 

Die Anzahl solcher Punctepaare, welche einem System von 
p — 3 gegebenen Puncten zugehören, ist sehr leicht mit Hülfe 
der Untersuchungen zu bestimmen, welche im dritten Abschnitte 
geführt sind. Die Gleichungen nämlich 

^3 = ^1» *2> *a) 

sind die Gleichungen für eine eindeutige Transformation (n — 3) ter 
Ordnung. Die Curven q> = haben sämmtliche Doppel- und 
Rückkehr puncte gemein, so wie die p — 3 willkürlich gewählten 
Puncte «W, offt . . . o#- 3 >. Die Punctepaare at*\ a£>- 2 ) sind 
also keine andern, als diejenigen, welche bei dieser 
eindeutigen Substitution zu neuen Doppel- oder Rück- 
kehrpuneten vereinigt werden. Daher ist auch die Zahl 
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solcher Punctepaare leicht bestimmt; sie ist die Zahl der Doppel- 
und Rückkehrpuncte der neuen Curve. Da nun (vgl. § 18) die 
Ordnung der neuen Curve p + 1 wird, so ist die Anzahl ihrer 
Doppel- und Rückkehrpuncte 



2 

Es giebt also p ' p ~~ Punctepaare, welche mitp — 3 

gegebenen Puncten zusammen Systeme von solchen 
p — 1 Puncten liefern, welche eine durch die Doppel- 
und Rückkehrpuncte von /*=() gehende Curve (n — 3) ter 
Ordnung nicht bestimmen. 

Ebenso wie hier zu p — 3 gegebenen Puncten zwei andere 
gesucht werden, welche mit jenen zusammen nicht eine, sondern 
unendlich viele Curven (n — 3) ler Ordnung bestimmen, die sich 
durch die Werthe eines willkürlichen Parameters unterscheiden — 
ebenso kann man die Frage behandeln, unter welchen Umständen 
schon einer geringern Zahl gegebener Puncte eine Zahl fester 
Puncte zugeordnet ist, welche zusammen einCurvensystem (n — 3) ter 
Ordnung mit einer grössern Anzahl von Parametern bestimmen. 
Zunächst können wir fragen, wie p — 3 Puncte x^\ x i2) . . . a^ -3 * 
liegen müssen, damit jede durch sie (und die Doppel- und Rück- 
kehrpuncte) gelegte Curve (n — 3) lcr Ordnung noch durch einen 
gemeinsamen Punct gehe. Zu diesem Zwecke denken wir uns 
den Puncten x&\ x® . . . a#>- 3 ) zwei bewegliche Puncte x^" 2 \ 
xfc— l) hinzugefügt, und suchen die Bedingung auf, unter welcher 
bei Bewegung dieser beiden neuen Puncte einer der übrigen 
Schnittpuncte der Curve mit f == (xW) fest bleibt. Diese 
Forderung involvirt zwei Bedingungen. Sehen wir also nur 
#(1), #(*) . . . #(p-5) a i s willkürlich gegeben an, und fragen nun, 
wie xü*- 4 * und x^~ 3) liegen müssen, damit alle durch sie ge- 
legten Curven noch durch einen gemeinsamen Punct x^ ] gehen. 
Da hier vier Puncte weniger gegeben sind, als zur Festlegung 
einer Curve erforderlich sind, so kann man fünf Curven q> t = 0, 
q) 2 = . . . 9> 5 =a legen, aus denen eine beliebige durch jene 
p — 5 und die Doppel- und Rückkehrpuncte gehende Curve 
(n — 3) ler Ordnung sich zusammensetzt. Die allgemeine Curve 
des durch diese Puncte bestimmten Systems hat also die Form: 

a l9>l + »2^2 ■ ■ • + a b<Pb = 0. 
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Die Forderung ist, dass jede durch afr-Q und afr-*> gehende 
Curve des Systems auch durch x^ gehe; dass also aus den 
Gleichungen 

aMiafi*-*) + « 2 <p 2 (^- 3 )) . . . + a 59 > 5 (^- 3 )) = 
von selbst die Gleichung folge: 

«i9i(* ü,) ) + «Wafc *) • • • + «5%(* Crt ) = 0. 

Hierzu ist nöthig und hinreichend, dass die Functionswerthe der 
letzten Gleichung sich aus denen der ersten beiden linear zu- 
sammensetzen, dass also die Gleichungen hestehen: 

vlaV) = hpjiai*-*)) + M>^ ip - 3) ) 

i = 1, 2 ... 5. 

Dies sind fünf Gleichungen, welche l, (i und die drei Puncte 
afp- 4 ), afr-*\ d& bestimmen. Die Bestimmung der Anzahl ihrer 
Lösungen erfordert eine Erweiterung der im dritten Abschnitt 
ausgeführten Betrachtungen. 

Allgemein kann man fragen, wann alle durch xfn ,&!&... aß 
gehenden Curven der gedachten Art noch durch einen gemein- 
samen Punct xM gehen. Um dies zu untersuchen, fügt man 
den fest gedachten Puncten xM , af 2 K . . xW bewegliche Puncte 
#(*+!), #(*+2) . . . <nfp—i) hinzu, p — k — 1 an der Zahl, und unter- 
sucht, wann die Bewegung derselben einen weitern Schnittpunct 
cflfi der durch sie gelegten Curven mit /*=() unverändert lässt 
Dies involvirt p — k — 1 Bedingungen ; wir sehen also zunächst 
nur x (l \ x^ . . . x@ k -P+ l ) Puncte als willkürlich gegeben an, und 
bestimmen die übrigen x® k -P**\ x( 2k ~P+V . . . xW so, dass diese 
Bedingungen befriedigt werden. Durch jene 2k — p + 1 Puncte 
kann man nun 2p — 2k — 1 specielle Curven (n — 3) ter Ordnung 
qj t = 0, 9> 2 = . . ., <p 2p _ 2k _ l = legen, aus denen sich die 
allgemeinste Curve in der Form 

zusammensetzt. Wenn nun eine durve dieses Systems durch die 
Puncte x<- 2k -P+ 2 \ xW-p-^K . . a**> geht, so soll sie von selbst 
durch einen weitern Punct xW gehen, d. h. aus den Glei- 
chungen 
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a l9i (^-p^)) +*m(**^w) . . .+%_ 2 ,_ 1 9 2 ^_ 1 (^-^ 8) )=o 

soll die weitere Gleichung 

«w&rf») + «*,(*«) • • . + v^i^i*-!^ = 

folgen. Man muss daher die Gleichungen haben: 

p/aCW) = >lp^ 2 *-J>+ 2 >) + |*g^ 2 *-J^>) . . . + o<p t ( x W) 
i = 1, 2 . . . 2p — 2k — 1, 
welche gerade hinreichen, um die A, /x . . . er, und ausserdem die 
Puncte ^ 2 *-?-H», a* 2 *-*+3) ...*<*> zu bestimmen. 

Wenn die obern Grenzpuncte xP\ af 2) . . . a^> in der Öfun- 
ction solche sind, für welche einer der hier behandelten speciellen 
Fälle eintritt, so verschwindet die ^Function immer, und zwar, 
dem Fall (2) des § 60 entsprechend, unabhängig von £. Aber 
sie verschwindet auch unabhängig von denjenigen Puncten x, 
deren Lage im Vorigen unbestimmt blieb ; also, wenn jede durch 
a;tt) 9 #W . . . afP-V gelegte Curve (n — 3) ler Ordnung auch durch 
xW geht, unabhängig von der speciellen Lage des Punctes x&-V; 
wenn jede durch xP\ afi^ . . . a^~ 3) gelegte Curve durch a*& geht, 
so verschwindet sie unabhängig von afP-V und a:^ 2 *; allgemein: 
wenn jede durch x^\ xW . . . at k) gelegte Curve durch xM geht, 
so verschwindet sie unabhängig von der Lage der Puncte 
<r(*+i), #<*+») . . . x^- 1 ). Die Function U nähert sich dann der 
Function 

— log (p(xM, X™ . . . tfW), 

also 6, bis auf eine Constante, dem Werthe 

q>{afi\ xW . . . a&); 
und dieser Ausdruck verschwindet, aber so, dass dabei nicht alle 
Puncte x zur Mitwirkung kommen, sondern dass eine Reihe von 
Unterdeterminanten der Determinante q> verschwinden, welche nur 
einige der Puncte x enthalten. 

Es ist übrigens leicht, die oben betrachteten besondern Cur- 
ven (n — 3) ter Ordnung in den einfachsten Fällen genauer zu 
verfolgen. So bei einer Curve 5 ter Ordnung mit zwei Doppel- 
puneten, welche das allgemeinste Beispiel für /> = 4 ist. Wählt 
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man auf der Curve irgendwie einen Panct, so kann man zwei 
Punctepaare angeben, welche mit jenem und den Doppelpuncten 
Grundpuncte eines Systems von Curven zweiter Ordnung werden; 
und zwar sind es die Punctepaare, in welchen die Verbindungs- 
linie des gegebenen Puncts mit einem der Doppelpuncte die ge- 
gebene Curve noch schneidet; diese Geraden mit beliebigen an- 
dern Geraden combinirt, bilden die beiden Systeme von Kegel- 
schnitten. 

§ 62. Die Umkehrung des AbeTschen Satzes. 

Wir kommen jetzt zu denjenigen Betrachtungen, welche 
umgekehrt Gombinationen von (^Functionen durch algebraische 
Functionen ausdrücken lehren, und welche in Folge dessen zu- 
gleich algebraische Relationen zwischen ^Functionen ergeben. 

Das Abel'sche Theorem, wie es am Ende des § 58 ausge- 
druckt ist, lehrt das Doppelverhältniss der vier Functionswerthe 

<P V <P V > V v % 
durch ^Functionen darstellen mit Hülfe der Formel: 

(5), <=tjI«'A W -/*A> **V°-/**> 



wo 



(2) 



^ =f(l) dU H + I(%) dU h • • ' + Ji P ) dU h 



y (*+« y (*+«) y («-l)P 



V k {{) ^J(l) du h + J(2) du h • • • + f(p) dU A' 
et et et 

Die qp Puncte x einerseits, und die qp Puncte y andrerseits 
haben dabei keine weitem Eigenschaften, als dass, abgesehen von 
Punctepaaren x, y, welche zusammenfielen und ganz willkürlich 
sein konnten, die Puncte y Schnittpuncte von ty = mit/=0, 
die Puncte x Schnittpuncte von q> = mit f = sind, während 
alle übrigen Schnittpuncte der Curven g> = 0, /*= zugleich 
den Curven g>=0, /^O angehören; dass ferner die y allmälig 
in die x übergehen, wenn man die Curve ty = der Curve 
9> = nähert. Wenn wir nun noch insbesondere annehmen, 
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dass die Curven g>:=0, i/>=0 durch die Doppel- und Ruck- 
kehrpunete von f=0 gehen sollen, so wird dieser Zusammen- 
hang vermöge des Abel'schen Theorems durch die p Gleichungen 

(3) . . . ,; + •;... + •/*-» = r;.+ f;...+ v h w 

(h = l,2...p) 
vollständig ausgedrückt, und die Gleichung (1) besteht also immer, 
wenn die Gleichung (3) nur erfüllt ist. Man kann deswegen den 
Satz des Abel'schen Theorems umkehren und folgendermassen 
als Satz über 6producte aussprechen: 

Das Product von q Doppel Verhältnissen 



"ff 



M 



t* 

in welchen nur die übrigens willkürlichen Systeme 
derv, Fverbunden sein sollen durch die Gleichungen 
(3), ist eine rationale Function der Goordinaten von 
£, tl und von den gp Punctepaaren, welche aus den Glei- 
chungen (2) bestimmt sind; und zwar ist es gleich 

(8, 

(5); 

wo die Curve g> = für diejenigen x, die Curve i/> =a 
für diejenigen y verschwinden, welche nicht zusam- 
menfallenden Punctepaaren angehören, und wo beide 
Curven durch die Doppel- und Rückkehrpuncte von 
/*=: gehen. 

Aber es ist zu bemerken, dass dieser Satz nichts aussagt, 
wenn q = 1, wenn also nur ein einziges Doppelverhältniss von 
S Functionen vorhanden ist. Denn in diesem Fall sagen die 
Gleichungen (3) entweder aus, dass alle x und y paarweise zu- 
sammenfallen, oder dass die x sowie die y Curven (n — 3) ter 
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Ordnung angehören, wobei denn sämratliche dfunctionen ver- 
schwinden. 

Man kann den vorliegenden Satz auch so auffassen, dass er 
das Product 

auf eine algebraische Function zurückführen lehrt, und auf einen 
dquotienlcn gleicher Art, in welchem nur g durch einen be- 
liebigen andern Punct rj ersetzt ist. In diesem Sinne giebt unser 
Satz den des Hrn. Riemann (Grelles Journal Bd. 54. p. 153), nach 
welchem jener ©quotient, als Function von £ allein betrachtet, 
eine algebraische Function ist. 

§ 63. Producte von Ofunotionen auf andre und auf 
algebraische Functionen zurückgeführt. 

Setzen wir in dem oben ausgesprochenen Satze die Aus- 
drücke 

»V-Aa 
/* 

mit verschiedenen obern Indices i einander gleich und gleich w# 

und setzen wir ferner 

wo wir unter den Grössen m^ Constante verstehen, so erhalten 
wir einen ©quotienten, welchen wir durch 

fl) S(w + m { \ ®(w + m {2) ) ...&(tv + mW) 

U ' ' " &(w) 

bezeichnen können. Die variabel gedachten Argumente rv sind 
hier völlig willkürlich, denn die Gleichungen (3) des vorigen 
Paragraphen geben hier über in: 

(2) . . . m/> + m A W + .... + m A W = 
(Ä = 1, 2 . . . p). 
Unter Voraussetzung dieser zwischen den Constanten bestehenden 
Gleichungen kann man nach dem Vorigen den Ausdruck (1) zu- 
rückführen auf einen ähnlichen Ausdruck und auf eine alge- 
braische Function. Setzt man nämlich 
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Jl) J*> (p) 



X X X ' § 

(3) . . . w h =J (l) du h + j du h •-•+J ip) du A ~J du h 

a a ar fi 

h = 1, 2 . . . p, 
so lässt sich der Quotient (1) auf einen ähnlichen zurückfuhren, 
in welchem nur g durch rj ersetzt ist, und auf eine rationale 
Function der Coordinaten von afl-K # (2) . . . x { ?\ £, rj. Zunächst 
zwar würde der Satz des vorigen Paragraphen verlangen, dass 
man auch die Puncte y einführt, welche durch die Gleichungen 

(,",!) (*,■) y (i,p) j 

(4) . . . w h + » A W =J\ l} du h +J\ du h ... +/ {p) du A -fdu h 
ar ar a r fi 

definirt sind. Wenn man dann die Curve q> = durch sämmt- 
liche Puncte y, die Curve ty = durch sämmtliche Puncte x 
legt, und zwar so, dass letztere in jedem der Puncte x q Schnitt- 
puncte mit/*=0 gemein hat (q punctig berührt), die übrigen 
Schnittpuncte von g> = 0, f = aber mit den übrigen von ty = 0, 
/*=() zusammenfallen, und dass endlich beide Curven durch die 
Doppel- und Rückkehrpuncte gehen, so ist 

die gesuchte algebraische Function. 

Inzwischen kann man in dem vorliegenden Falle die Puncte 
y immer auf constante Puncte und auf die Puncte x zurück- 
führen. Bezeichnen wir nämlich durch c^\ c^ . . . cM beliebige 
auf f=0 gelegene Puncte, und bestimmen wir dann qp Puncte 
ä^*) so, dass 

,(',!) ,(«,*) b «',P) 

(5) . . . » A (0 =/ {1) du A +f {2) du h . . . +f ip) du A . 

(i = l, 2.. .q, A = l, 2. ..p). 
Die Gleichungen (2) gehen dann in das Abel'sche Theorem über; 
legt man eine Curve, welche in jedem der Puncte c (»punctig 
berührt, und welche durch die Doppel- und Rückkehrpuncte hin- 
durchgeht, so schneidet diese noch in andern Puncten; legt man 
durch sie, durch die Doppel- und Rückkehrpuncte und durch die 
q — 1 ersten Systeme der b eine Curve gleich hoher Ordnung, 
so schneidet dieselbe noch in dem Q ien Systeme der b. 
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Zugleich aber erhält man aus (3), (4), (5): 
CM) y ('M) /,/>) ,(«M) d («M) b ü,p] 

h) du A +h) du k" • +f( P ) du k=f { l) du A +f(2) du A~ • +J (,)*"< 



Dies ist abermals das Abel'sche Theorem. Legt man eine Curve 
durch die x, die Doppel- und Rückkehrpuncte und durch ein 
System der b, so schneidet diese noch in andern Puncten; legt 
man durch diese, die Doppel- und Rückkehrpuncte und die 
Puncte c eine neue Curve derselben Ordnung, so schneidet sie 
fz=*0 in dem entsprechenden Systeme der y. Man bestimmt 
diese also durch die x selbst und durch die constanten Puncte 
c, b. Wir können demnach die CoefGcienten von g> als rationale 
Functionen der Coordinaten von xM, x^ . . . xW darstellen, wie 
weiter unten genauer entwickelt werden soll. 
Sprechen wir sonach den Satz aus: 

I. Der Ausdruck 

G(w + m { \ 9(w + m {2) ) . . . 0(u> + w^) 

in welchem 

m h l) + m h {2) • * • + m h 9) — ° [h = l,2 ...p), 

ist, wenn 

* (1) jP * {p) 2 

W h =f ( l) du h +h) du H • • • + J(p) du h ~ J du h 

gesetzt wird, gleich einer rationalen Function der 
Coordinaten von x^\ x^ . . . xM, §, rj, multiplicirt mit 
dem öquotienten, welcher aus dem gegebenen ent- 
steht, wenn darin £ durch rj ersetzt wird. 

Dieser Satz findet seine nothwendige Ergänzung in folgen- 
dem Satze: 

II. Der obige Ausdruck ist auch gleich einer ra- 
tionalen Function der Coordinaten von x^\ x^ . . . x&\ 
£, a, multiplicirt mit dem ®quotienten, welcher aus 
dem gegebenen entsteht, wenn man einen der Puncte 
x durch den beliebig auf f=0 gewählten Punct a 
ersetzt. 

Man fuhrt leicht diesen zweiten Satz auf den ersten zurück. 
Dann schreiben wir nur in dem vorgelegten Ausdruck die 8fun- 
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ctionen sämmtlieh mit negativem Argument, betrachten wir also 
den Ausdruck 

@(— w — m (*)) t e(— w _ m V)) , . . Q(— w — m (g)) 
€#(— u>) 

so erfüllen die Grössen, — tn noch immer dieselben Bedingungen 
wie die* m selbst; setzt man also 

(i) m w e 

— W h =J W du A + Jv) dU h • • ■ + U) dU A —J dU h' 

so wird nach Satz I. der gegebene Ausdruck gleich einem ähn- 
lichen, in welchem nur £ durch einen andern Punct, a, ersetzt 
ist, multiplicirt mit einer rationalen Function der Coordinaten 
von *W, z® . . , z<*\ ?, a. Die z, ? hängen aber mit den x, g 
durch die Gleichung 

* lfw*»k +/(,/«*) - J du * -f du * = ° 

zusammen, aus welcher hervorgeht, dass die x, z die Schnitt- 
puncte von f=0 mit einer Curve (n — 2) ter Ordnung sind, 
welche durch die Doppel- und Rückkehrpuncte und durch die 
n — 2 übrigen Puncte der Geraden £i? geht. Lässt man nun 
£ mit einem der x zusammenfallen, so geht eines der z in ^ 
über, und die übrigen Puncte z Hegen mit den übrigen x und 
mit den Doppel- und Rückkehrpuncten auf einer Curve (n — 3) ter 
Ordnung. Man sieht, dass diese von dem in a überzuführenden 
x unabhängig werden; daher ist auch der Oquotient, auf wel- 
chen der gegebene zurückkommt, von diesem ganz unabhängig, 
enthält vielmehr an dessen Stelle immer den Punct a; die alge- 
braische Function aber wird eine rationale Function "der Coor- 
dinaten dieses Puncts x, der Puncte a, £ und der mit den übri- 
gen Puncten auf jener Curve (n — 3) ter Ordnung gelegenen Puncte. 
Da endlich letztere in g>, ty nur symmetrisch vorkommen, so 
lassen sich diese Functionen auch durch die Coordinaten der 
jene Puncte eindeutig bestimmenden übrigen Puncte x rational 
darstellen, und die algebraische Function wird also eine rationale 
Function der Coordinaten von x^\ xf® . . . xW, £, a, wie es 
verlangt wurde. 
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§ 64. Ueber die Darstellung der im Vorigen enthaltenen* 
algebraischen Ausdrücke. 

Um die im Vorigen gegebenen Beweise zu ergänzen, muss 
man zeigen, dass wirklich die Curven q>, ^ rational von den 
Coordinaten der gegebenen Puncte abhängen. Es kommt dies 
auf den Beweis des folgenden algebraischen Satzes zurück: 

Wenn eine Curve *P=0 durch gegebene Puncte x 
auf f=0 gehen soll, und eine zweite Curve <D=0 durch 
die übrigen Scbnittpuncte von W=0 mit f=0, so 
involvirt dies für üie Coefficienten von O s= eine 
Reihe von linearen Bedingungen, welche die Coordi- 
naten der Puncte x nur in rationaler Weise enthalten. 

Man kann übrigens <Z> = .0 durch andre für seine Coeffi- 
cienten lineare Bedingungen vollständig fixiren, und dann durch 
den Rest des Schnittpunctsystems eine neue Curve O i =0 legen; 
auch für diese erhält man dann Bedingungen, welche für die 
Coefficienten der Curve linear sind, und die x rational enthalten 
u. s. w. Die ganze hierin enthaltene Reihe von Sätzen lässt 
sich zusammenfassen, indem man einen Satz von allgemeinerer 
Fassung nachweist. 

Seien nämlich, wie in Abschnitt I, x und s x die Parameter 
zweier Strahlbüschel. Indem wir die Gleichungen zweier Curven 
f=0, *P=0 in x und s x ausdrücken, und sodann s^ elimi- 
niren, erhalten wir eine Gleichung 

X=0, 
welche die Parameter x derjenigen Strahlen des ersten Büschels 
liefert, welche nach den Schnittpuncten von f—Q, W = ge- 
richtet sind. Zugleich aber findet man im Verlauf des Elimina- 
tionsprocesses s x durch eine rationale Function von x 

s a = S(x) 
ausgedrückt. Diese könnte die Form # nur annehmen, wenn 
zwei Schnittpuncte auf demselben Strahl lägen; was aber durch 
Verlegung des Scheitels immer zu vermeiden ist. 

Wenn nun ein Theil der Schnittpuncte einzeln oder als 
Ganzes durch irgend welche Bestimmungen direct gegeben ist, 
so kann man immer einen Theil des Büschels X = direct an- 
geben. Dieser Theil sei jf W = 0. Der Rest 
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a-<*> = o = 4t 

entsteht dann durch blosse Division und ist also von den Coeffi- 
cienten von XS 1 * nur in rationaler Weise abhängig. 

Soll nun eine Curve O = durch die dem Büschel XW = 
entsprechenden Schnittpuncte gehen, so verwandle man die Glei- 
chung O = zunächst in eine Gleichung zwischen x und s x9 
und setze dann für s x seinen Werth S(x) ein. Die Gleichung 
(2> = geht dann in eine Gleichung 

Sl[x) = 

über, welche für die in X^=0 enthaltenen Strahlen bestehen 
rauss, also 2f 2 )e=0 als Factor enthalten muss. Dies ist die Be- 
dingung dafür, dass <D = durch die zu XS % ) = gehörigen 
Schnittpuncte von f = 0, *F = gehen soll. Setzt man 

Sl{x) = XV . #&, 

so erhält man durch Gleichsetzung der Coefficienten gleich hoher 
Potenzen von x eine Reihe von Gleichungen, welche für die un- 
bekannten Coefßcienten von <P und XW linear sind, also auch 
für erstere allein, wenn man die letztern eliminirt. Diese Be- 
dingungen hängen aber offenbar in rationaler Weise von den 
Coefßcienten von XW ab. Und so hat man den Satz, der den 
oben angegebenen als speciellen Fall in sich schliesst: 

Es sei ein Theil der Schnittpuncte von f=Q, 
W = gegeben, so dass man die Parameter der nach 
ihnen gerichteten Strahlen x eines Buscheis als Wur- 
zeln einer Gleichung 

XV = 

darstellen, und für die nach denselben gerichteten 
Strahlen eines zweiten Büschels ihre Parameter 

s x = S(x) 

rational durch x ausdrücken kann; dann führt die 
Bedingung, dass eine Curve <Z> = durch die übrigen 
Schnittpuncte von f= 0, & = gehen soll, auf eine 
Reihe von Gleichungen, welche linear sind für die 
Coefficienten von <Z> und rational für die Coefficien- 
ten von XM, S{x). 
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Eine specielle Anwendung dieses Satzes enthält, schon § 6, 
wo die Bestimmung der Function SZ auf ein ähnliches Problem 
führte, welches nur dadurch wesentlich vereinfacht wurde, dass 
9* = dort eine Gerade war. 



§ 65. Darstellung von Quotienten von Oproducten 
durch algebraische Functionen. 

Wir wollen der Kurze wegen ein Product 

S{w + mW), S[w + m<*>) . . . 0{w + m«?>) 

ein vollständiges dproduct nennen, sobald die Grössen m 
den p Gleichungen 

genügen. Die Potenz 0Q{w) ist selbst ein solches vollständiges 
dproduct. Setzen wir 

x d) (ti Jp) , 

W k = J(l) du A + U) dU h • ' • + J { p) du h — / du k (Ä = 1, 2 . . .p), 

a a a ft 

und bezeichnen wir durch w Ä °, w^K.. w h W die Systeme, welche 
aus diesem Systeme der Reihe nach hervorgehen, wenn zunächst 
£ durch r}, sodann auch noch # (1) durch a< 1J , sodann ausserdem 
x& durch «W etc. ersetzt wird. Aus dem Quotienten 

&*(w) 

entstehen auf diese Weise folgende Functionen, in deren Argu- 
menten die beistehenden Puncte als obere Grenzen auftreten: 

F{w) : *W, x& . . . xW. £ 
F[w°) : xW, «W . . . *(p), ij 
F{wM) : aW, aP> . . . af*\ n 

• . • • • 
F{wW) : aW, a< 2 > . . . a«, 1/. ' 

Nach den Theoremen I. 11. des § 63 ist nun der Quotient je 
zweier auf einander folgender Functionen F eine algebraische Fun- 
ction ihrer Argumente, und zwar hat man 



§ 65. Die Function 9. 225 

F(v>) _ 9o(S) ^o(i?) 

/X5O _ y<(* (1) ) ^(* (A) ) 

(1) . . . ^«i) 9i(« (1) ) ^.(* (1) ) 

iWb 9>p(« (p, )^ p) )' 

Die Bildungsweise der Curven ^ = 0, i//,==0 ist in § 63 
gegeben ; bemerken wir hier nur noch, dass die Coefficienten der 
einzelnen Functionen rational von den Goordinaten der im Fol- 
genden angeführten Puncte abhängen: 

<Po» % von # (1) » # (2) • • • ^ P) f 
9>i» % von a(1) » # (2) • • • ^\ 
q> 2 , % von aW, af 2 K . . af*\ 

<p , ty von af x \ äfft . . . aW. 

Multipliciren wir die Gleichungen (1) mit einander, so er- 
halten wir die Gleichung 

<P«(l).<Pi{x {X) )-..<P p {x {p) ) 

(2) F(w) = ^>-»(* fl) >-"»/* (< ' ) > 

*V P) ) ^g)-yi(« (1) )-..y < ,(^ ) ) " 
^o(^).^i(« (1) )...^(^ ) ) 

Sehen wir nun 1?, a^, a< 2 >. . . af& als constante Puncte an, so 
erhalten wir F(rv) als rationale Function der Coordinaten der 
Puncte x^K äfft . . . {. Dividiren wir endlich zwei Functionen F, 
die sich durch verschiedene Werthe der m unterscheiden, so er- 
halten wir folgenden allgemeinen Satz: 

Der Quotient zweier vollständigen Oproducte 
von gleich vielFactoren und mit denselben Variabein 
w ist eine rationale Function der Coordinaten der 
Puncte af x \ af 2 > . . . afrt, £, welche durch die Gleichungen 

* (1) *< 2) JA £ 

W h =f(l) dU A +f(2) du h • • • +J {P ) du h —f du h 
er a a r fi 

(h = 1, 2 . . . p) 
verbunden sind. 

Clebsch u. Gordan, Theor. d. AbePsrhen Funct. 15 
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Dieses ist die Ausdehnung auf Abel'sche Functionen für 
denjenigen Satz, welchen Hr. Hermite als Grundlage für eine 
grosse Reihe weiterer Sätze in die Theorie der elliptischen Fun- 
ctionen eingeführt hat. 

Die algebraische Function ist nothwendig für die Puncte 
aK 1 ), x* 2) . . . a*rt symmetrisch, obgleich sie der Form und Bil- 
dung nach es nicht ist. Man kann aber z. B. der linken Seite 
der Gleichung (2) eine solche symmetrische Form geben, indem 
man die x permutirt, und die auf diese Weise entstehenden Aus- 
drücke addirt und durch ihre Anzahl dividirL 

Man kann hieraus schliessen, dass auch, wenn man 

ß) ,(2) .(*) 

W h =fil) du k + U) du h • • • + f { s) dU h (ä = 1, 2 . . . p) 

y r r 

gegeben hat, diese Function noch immer eine ratio- 
nale Function der Coordinaten von z^, z& . . . z is) 
ist. Denn bestimmt man die x aus den Gleichungen 

, = . ,« i=p JO j 

t=l y w i = l a fi 

welche wieder das Abel'sche Theorem darstellen, so kann man 
nach § 64 die symmetrischen Functionen der Coordinaten der x 
als rationale Functionen der Coordinaten der z, § ausdrücken, 
und also auch die rechte Seite von (2) rational durch die Coor- 
dinaten der z darstellen, wobei dann £ ganz herausgehen muss. 

§ 66. Relationen zwischen öfunctionen. 

Wir können dem Vorigen nach die Verhältnisse vollständiger 
dproducte als rationale symmetrische Functionen der Coordi- 
naten von p Puncten x darstellen. Auf den Punct § nehmen wir 
für den Augenblick keine Rücksicht. Er ist, willkürlich; man 
kann ihn etwa mit p zusammenfallen und so aus den Ausdrücken 
der rv ganz verschwinden lassen. 

Bezeichnen wir durch P x {w) 9 P 2 (w) . . . -P^M P + ^ ?0 ^" 
ständige öproduete, welche sich nur durch die Werthe der m 
von einander unterscheiden. Wir haben dann Formeln der fol- 
genden Art: 
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(1).. . 



MP x {n>) = GJaf 1 ), aP) . . . afP)) 
MP t (rv) = <D t (xM, x& . . .afp)) 



MP p+&)= ^ 2 ^ (1) ' * (2) • • • ***\ 

wobei M ein gemeinschaftlicher Factor ist, dessen Natur hier 
nicht weiter untersucht werden soll, die <Z> aber rationale und 
symmetrische Functionen der Coordinaten der p Puncte x be- 
deuten. Verbindet man mit diesen Gleichungen die Gleichungen 

(2) . . . ficfV) = 0, f(x&) = . . . f{x<P)) = 0, 
oder die symmetrischen Gleichungen, welche sich aus diesen zu- 
sammensetzen lassen, so kann man aus (1), (2) die x und den 
Proporlionalitätsfactor M eliminiren. Man erhält also den Satz: 

Zwischen je p + 2 vollständigen ©produeten von 
gleich viel Factoren besteht eine homogene alge- 
braische Gleichung. 

Zugleich erhält man im Allgemeinen während des Elimina- 
tionsprocesses diö symmetrischen Functionen der Coordinaten der 
x als homogene rationale Functionen null' er Ordnung der vorge- 
legten p + 2 ©produete. Man kann daher das Umkehrproblem 
auf eine neue Art auffassen, indem man sagt: 

Die symmetrischen Functionen der Coordinaten 
der x, mithin auch die Coefficienten einer Gleichung, 
deren Wurzeln die Functionswerthe q>[xW) 9 <p(xß)) . . . q>(afr)) 
sind, lassen sich als homogene rationale Functionen 
von p + 2 im Allgemeinen beliebig zu wählenden voll- 
ständigen Oproducten mit gleich viel Factoren dar- 
stellen, zwischen welchen selbst eine algebraische 
Gleichung stattfindet. 

Es ist bemerkenswerth, dass hier eiije einzige Irrationalität 
in den Ausdrücken der x durch die p + 1 Verhältnisse der voll- 
ständigen 6producte auftritt, diejenige nämlich, welche durch 
die erwähnte Relation herbeigeführt ist. Führt man diese p + 1 
Verhältnisse als neue algebraische Grössen ein, so hat man die 
symmetrischen Functionen von p beliebigen Puncten der Curve 
durch diese p + 1 neuen Variabein algebraisch und rational aus- 
gedrückt, während sie selbst durch eine höhere Gleichung ver- 
bunden sind. 

15* 
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Unter die einfachsten Relationen zwischen dproducten ge- 
hören diejenigen, welche sich aus den Formeln des Umkehr- 
problems selbst ergeben, wie sie in § 57 und § 59 des vorigen 
Abschnitts dargestellt sind. Bezeichnen wir durch q> — Xty = 
Curven eines Buscheis, und durch £M die Schnittpuncte von f= 
mit einer Curve des Büschels, deren Parameter A (,) ist, so haben 
wir nach § 57 die Formeln: 

(3)... J* 

= wne(v Ä -fdu h ) 

wo M ein unbestimmter Factor ist, wo ferner 

und 

^• )= ry(« (l ^-* (0 »(« (1) )1-[^^^ 

n &U du) 

Die in (3) auftretenden & bilden ein System vollständiger ©pro- 
ducte, wenn man die v um geeignete Constante vermehrt, denn die 
Summe der Argumente mit gleichem h hat nach dem Ab einsehen 
Theorem in jedem Producte denselben Werth. Setzt man nun 
in (3) für X® p + 2 verschiedene Werthe, so kann man die «p^ 11 ), 
ty(xW) eliminiren, und erhält zwischen den 6producten die 
lineare Relation: 



,=i iw - *<'> . i« - *<*> . . . i« - i<p+*> 

In ähnlicher Weise ergeben sich Relationen zwischen Öpro- 
dueten mit je zwei Factoren aus den Formeln des § 59. Setzt 
man unter Beibehaltung der dort gewählten Bezeichnungen 

27 ± „,({») . <p t (a^) . . . 9 +1 (aW) 
so hat man die Gleichung 
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*,„,({») + n&m ... + R, +l 9, +l m 

= JfHO . 0(v A -Jdu h ) S(v; + v h ' - v h -Jduj. 

Daher, wenn man für £W p + 2 verschiedene Puncte einsetzt, 
und dann die R eliminirt: 

= 2 XPA*9(v k -fduj B{v h ° + */ - * A -/ AiJ, 

wobei ^W, AW . . . ^<H-») die verschiedenen aus dem System 
der Grössen <p k {£ {i) ) zu bildenden Determinanten sind. 



Zehnter Abschnitt. 

Die Theilung. 



§ 67. MultipUcation. 

Wenn eine Berühnmgscurve gelegt werden soll, welche die 
Curve f=0 in p gegebenen Puncten mpunctig berührt, welche 
durch die Doppel- und Rückkehrpuncte von f=0 gehl, und für 
deren Schuittpunctsystem ausserdem alle Puncte bis auf p gege- 
ben sind, so führt die Bestimmung der letzten auf eine Gleichung 
//" D Grades, wie dies im zweiten Abschnitte auseinandergesetzt 
ist. Denken wir uns eine feste und eine bewegliche Curve dieser 
Art; beide sollen sich nur durch die p Berübrungspuncte und 
durch p andre Puncte unterscheiden; für die feste Curve sollen 
ausserdem beide Schaaren von Puncten mit den oben durch a 
bezeichneten, einem gegebenen Punct p zugehörigen Puncten 
zusammenfallen, so dass die feste Curve in der That in den p 
Puncten a im + 1) punctig berührt. Die Berührungspuncte der 
beweglichen Curve seien y il) ,y l2) . . . y {p) , die übrigen, durch sie 
bestimmten Schnittpuncte aS l \ x {2) . . . a*P\ Setzen wir 



V A = . £ Jli) du A 
i=l a 



(k = 1, 2 . . . p) 



1=1 a 

so gehen die Gleichungen des Abel'schen Theorems über in 

(Ä = 1, 2 . . . p) 
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Nun kann man nach dem Vorigen die Quotienten vollstän- 
diger Oproducte gleich hoher Ordnung mit den Argumenten v 
rational und symmetrisch durch die Coordinaten der Puncte x, 
sodann wieder nach dem Verfahren des § 64 rational und sym- 
metrisch durch die Coordinaten der Puncte y , und endlich den 
so transformirten Ausdruck nach dem Umkehrproblem durch 
vollständige ©producte mit den Argumenten w ausdrücken. Man 
erhält auf diese Weise den folgenden Satz über die Multipli- 
cation der Abel'schen Functionen: 

Der Quotient zweier vollständigen ©producte 
gleich hoher Ordnung mit den Argumenten mrv iy mw 2 ... 
mwp lässt sich rational und homogen durch vollstän- 
dige öproducte mit den Argumenten w i9 w t . . . w p dar- 
stellen. 

Drücken wir nach § 66 insbesondere die Verhältnisse von 
p + 1 vollständigen öproducten mit den Argumenten mw durch 
p + 2 vollständige öproducte mit den Argumenten w aus, zwi- 
schen welchen letztern eine algebraische Gleichung besteht, so 
lassen sich auch umgekehrt die Verhältnisse der dproducte mit 
den Argumenten w durch jene mit den Argumenten mw aus- 
drücken. Diese algebraische Aufgabe führt geometrisch auf die 
Lösung der Berührungsaufgabe, welche wir im Folgenden be- 
handeln werden, und welche wir mit dem Namen der allge- 
meinen Theilungsaufgabe belegen, da es sich immer darum 
handelt, von Functionen mit den Argumenten mw zu Functionen 
mit den Argumenten w, oder von Functionen mit den Argumenten 

v zu solchen mit den Argumenten - zu gelangen. 



§ 68. Das Problem der allgemeinen Theilung.' 

Seien c* 1 *, c< 2 > . . . cW Puncte, in welchen man die Curve 
f = durch eine andre Curve mpunctig berühren lässt. Diese 
Curve schneide f=0 in den Doppel- und Rückkehrpuncten, 
und in gewissen andern Puncten aM, a^ . . . a^\b^\ M 2) . . . tt r \ 
Durch die Puncte b und durch gegebene Puncte x^, x® . . . x^\ 
sowie durch die Doppel- und Rückkehrpuncte sollen wir eine 
Curve von der Ordnung der vorigen legen, welche f=0 in 
p Puncten mpunctig berührt; man sucht die Berührungspuncte 
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y(D t ^(2) . . . y(p) m Nach dem Abel'schen Theorem sind die y dann 
durch die transcendenten Gleichungen gegeben: 

(1) . . . m */ftodu k + l ?fndu A = (A = 1, 2 . . . p). 

Verstehen wir insbesondere unter den Integralen der zwei- 
ten Summe die Werthe, welche dieselben auf bestimmten will- 
kürlich gewählten Integrationswegen annehmen, so kann man auf 
der rechten Seite von (1) die Null durch das allgemeinste System 
von Periodicitätsmoduln P h der Integrale erster Gattung ersetzen, 
und findet dann die Bestimmung der y durch die folgenden 
Gleichungen, welche die Form des Umkehrproblems haben: 

(2) • • • \£fv du * = £l?*- ££) du ^ (A = 1. 2 . . . p). 

Man sieht hieraus, dass bei bestimmter Wahl der Periodicitäts- 
moduln P das System der y, also die Berührungscurve, eindeutig 
bestimmt ist. Zugleich aber bemerkt man, dass dieses System 
sich nicht ändert, wenn die P h gleichzeitig um das mfache eines 
Systems von Periodicitätsmoduln vermehrt oder vermindert wer- 
den. Daher braucht man, um alle möglichen Beruhrungscurven 
zu erhalten, den in den P h auftretenden ganzen Zahlen m lt m t ...m Jh 

Vi* 2% • • • 9p nur die Werthe 0, 1 . . . m — 1 beizulegen. Man 
erhält also im Ganzen m 2 P Systeme von Periodicitätsmoduln, und 
also auch ebensoviel Beruhrungscurven. Das vorgelegte Pro- 
blem hat daher m 2 P Lösungen*). Wir wollen jetzt sehen, 
wie man die Lösungen auf algebraischem Wege entwickelt. 

Denken wir uns die Gleichung der gesuchten Berührungs- 
curve, deren Ordnung die v te sein mag, mit unbestimmten Coef- 
ficienten angeschrieben, und bezeichnen wir diese Gleichung 
durch 

g> = 0. 

Diese mit f=0 combinirt, liefert die vn Schnittpuncte bei- 
der Curven. Legen wir die Strahlen eines beliebigen Büschels 
a + Xß = 0, welche nach diesen Puncten gerichtet sind, so fin- 



*) Ueber die geometrischen Fragen, welche sich hieran knüpfen, 
vergleiche man Crelles Journal Bd. 63. p. 189 folgg. 
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den wir für X eine Gleichung vn ten Grades, indem wir aus den 
gleichzeitig bestehenden Gleichungen 

<p = O t f=0, a + Xß = 

die x eliminiren. 

Die resultirende Gleichung in X, welche durch is=0 
bezeichnet sein mag, enthält eine Reihe bekannter Factoreu. 
Denn die Strahlen X, welche nach den gegebenen Puncten a, b, 
und die Doppeistrahlen, welche nach den Doppel- und Ruckkehr- 
puncten gerichtet sind, kennt man von vorn herein. Indem man 
die ihnen entsprechenden Factoren von L = entfernt, bleibt 
eine Gleichung mp ien Grades L' = zurück, welche die übrigen 
Schnittpuncte liefert. Diese sollen sich zu m in p Puncten ver- 
einigen; der Ausdruck L' muss also die m te Potenz eines Aus- 
drucks A vom p ten Grade sein, so dass 

(3) . . . L' = A-, 
und dass schliesslich die Gleichung A = die p Berührungs- 
puncte liefert. Denn im Verlauf der oben angedeuteten Elimi- 
nation findet man die Verhältnisse der Goordinaten der Schnitt- 
puncte als rationale Functionen von X; mithin sind diese selbst 
gegeben, wenn die betreffenden Werthe von X bekannt sind. 

Denken wir uns die Gleichung q> = so gebildet, dass man 
(m — 1) p + 1 specielle Curven <p x = , q> t = . . . v ler Ord- 
nung durch die Puncte a, b und durch die Doppel- und Rück- 
kehrpuncte legt, und sodann die Gombination 

bildet, so enthält L nur noch die (m — l)p + 1 unbestimmten 
Constanten x, oder vielmehr die (m — l)p Verhältnisse derselben; 
die Gleichung L = spaltet sich von selbst in zwei Gleichungen, 
deren eine von den x unabhängig ist und das System der be- 
kannten Strahlen liefert, und in die Gleichung L' = 0, welche 
die m te Potenz der Gleichung A = werden soll, und welche 
dies wird durch eine geeignete Bestimmung der Grössen x. 

Die linke Seite der Gleichung (3) enthält also auf rationale 
Weise die x und die Coordinaten der x. Damit L' die m ,e Po- 
tenz eines Ausdrucks p lcr Ordnung werde, sind (m — l)p Be- 
dingungen zu erfüllen. In der That, es enthält A noch p + 1 
willkürliche Coefficienten; setzt man nun die entsprechenden 
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Coefficienten von L' und A m einander gleich, so findet man mp + 1 
Gleichungen, in denen die p + 1 Coefficienten von A und die 
(m — \)p + 1 Grössen x als Unbekannte auftreten. Eliminirt 
man erstere, so bleiben [m — l)p Gleichungen übrig, welche nur 
noch die Verhältnisse der x enthalten und zur Bestimmung der- 
selben dienen. Eliminiren wir aus den gedachten Gleichungen 
auch noch x 3 , x 4 . . . * {m _ l )p+1 » so bleibt endlich eine einzige 
Gleichung übrig, welche nur den Quotienten von x x und % t als 
Unbekannte enthält. 

Diese Gleichung zerfällt nothwendiger Weise in Factoren, 
je nach dem Character ihrer Wurzeln. Denn wenn auch oben 
gezeigt wurde, dass für jede der gesuchten Berührungscurven 
die Gleichung (3) identisch erfüllt sein müsse, so folgt doch noch 
keinesweges das Umgekehrte; vielmehr können m Strahlen auch 
dadurch zusammenfallen, dass die m Schnittpuncte, welche ihnen 
entsprechen, sich irgendwie gruppenweise auf die Puncte ver- 
teilen, welche ein solcher Strahl mit der Curve f=0 gemein 
hat. Aber diejenigen Curven g> = 0, für welche etwas dieser 
Art eintritt, hängen offenbar von der Lage des Büschelscheitels 
a — 0, b =r ab und ändern sich mit diesem, während die 
gesuchten Berührungscurven von der Lage dieses Scheitels voll- 
kommen unabhängig sind. Daher sieht man, dass die verschie- 
denen Gleichungen, welche für x t : x 2 erhalten werden, wenn man 
verschiedene Büschel a, b benutzt, in einem Theile ihrer Wur- 
zeln übereinstimmen müssen, in einem andern aber nicht; und 
dass nur der erste Theil für die hier behandelte Frage zur Ver- 
wendung kommt. Man hat also nichts zu thun, als die oben 
bezeichnete Gleichung für zwei verschiedene Büschel a, b zu 
bilden, und den beiden gemeinsamen Factor aufzusuchen; dieser 
Factor giebt die Gleichung für x t : x 2 , welche die gesuchten Be- 
rührungscurven liefert. 

Die so gewonnene neue Gleichung ist nothwendig vom Grade 
m 2 P, wie die oben gefundene Zahl der Berührungscurven beweist 
Wir wollen diese Gleichung durch K = bezeichnen. 

Man kann übrigens die Verhältnisse so einrichten, dass die 
Unbekannte x, : x 2 dieser Gleichung eine einfache geometrische 
Bedeutung gewinnt. Zu diesem Zwecke braucht man nur die 
Curven g>. 6 = 0/ <p 4 = . . . 9> (OT _ 1)p+1 = so zu wählen, dass 
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sie in einem bestimmten der gemeinsamen Schnittpuncte a, b 
Doppeipuncte besitzen. Da dies zwei weitere Bedingungen in- 
volvirt, so giebt es in der That (m — l)p — 1 solcher Curven, 
zwischen deren Gleichungen keine lineare Relation stattfindet. 
In diesem Falle verschwinden für den fraglichen Punct die Dif- 
ferentialquotienten von q> z , qp 4 etc., und die Gleichung der Tan- 
gente von g> = in diesem Puncte wird : 

Es sind also die den verschiedenen Berührungscurven entspre- 
chenden Werthe von % i : x 2 die Parameter der in jenem Puncte 
an diese Gurven gelegten Tangenten, welche dem durch die 
Gleichung (4) repräsentirten Strahlbüschel angehören. 

Die Aufsuchung der Puncte y führt also auf zwei algebraische 
Gleichungen. Die erste, mit der Unbekannten x, : x 2 , ist vom 
Grade m 2 ?; ihre Goefficienten enthalten die Goordinaten der 
Puncte x in rationaler und symmetrischer Weise. Kennt man 
eine Wurzel dieser Gleichung, so sind x 3 , x 4 elc. rationale Fun- 
ctionen derselben und der Goordinaten der x, mithin überhaupt 
die Gleichung der entsprechenden Berührungscurve rational durch 
diese Wurzel und die Goordinaten der Puncte x dargestellt. Ais- 
dann ist zweitens die Gleichung A = vom p [en Grade zu lösen, 
welche die p zugehörigen Werthe von X und also auch, rational 
durch je einen solchen Werth ausgedrückt, die Goordinaten der 
Berührungspuncte liefert; auch die Goefficienten dieser Gleichung 
enthalten die Coefficienten der Puncte x in rationaler und sym- 
metrischer Weise. 

§ 69. Das Problem der speciellen Theilung. Zurück- 
fuhrung der allgemeinen Theilung auf die specielle. 

Man kann nun, wie Jacohi für die elliptischen (Grelles Journal 
Bd. 3, p. 86), und Hermite für die hyperelliptischen Functionen 
(ib. Bd. 32, p. 293) gezeigt haben, die Auflösung der ersten Gleichung 
durch Wurzelausziehen bewerkstelligen, sobald man eine specielle 
Theilungsaufgabeals gelöst betrachtet. Diese specielle Aufgabe 
entsteht, wenn man die Puncte x mit den Puncten a zusammen- 
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fallen lässt; wenn man also, von der in den Puncten c beröh- 
renden Curve ausgehend, die übrigen m 2 ? — 1 Berührungscurven 
aufsucht, welche durch die andern Schnittpuncte der erstgenannten 
Curve mit f = 0, insbesondere auch durch die Doppel- und Rück- 
kehrpuncte hindurchgeht. Bezeichnen wir durch zW, z& . . . zM 
die Beröhrungspuncte einer solchen Curve, so hat man der 
Gleichung (2) § 68 entsprechend zur Definition derselben die 
Gleichungen : 

(1). . . Zj c{i) du„ = ^ (A=1.2...p), 

welche, wenn P& = 0, die selbstverständliche Lösung zM = c^, 
z&) = c (2) . . . zM = cM, für jedes andre System der P aber 
eine bestimmte Berührungscurve liefern. Wir wollen nun zu- 
nächst sehen, wie man die allgemeine Theilung auf diese specielle 
zurückführt; sodann aber, wie die Aufgabe der speciellen Theilung 
zu behandeln ist. 

Bezeichnen wir für den Augenblick durch y die Beröh- 
rungspuncte einer bestimmten, beliebig gewählten Berührungs- 
curve des allgemeinen Problems, durch r\ die einer andern, welche 
dem Periodensystem /V entspricht; endlich durch g die Beröh- 
rungspuncte einer Curve des speciellen Problems, welche dem 
Periodensystem Ph — P£ zugehört. Man hat dann aus den Glei- 
chungen des Abel'schen Theorems: 

i=P y {i) n® C (0 

,f t (/(.) du h — fjfi du h — f { i) du t) = °> 
oder 

Man findet also die Puncte rj auf folgende Art, wenn die y ge- 
geben sind. Durch die y und c legt man eine Curve, welche 
zugleich die Doppel- und Rückkehrpuncte enthält; durch letztere 
und die übrigen Scjinittpuncte der Curve mit /*=0 legt man 
eine Curve ebenso hoher Ordnung, welche auch durch die £ 
geht; dieselbe schneidet f=0 in den Puncten rj. Indem man 
der Reihe nach alle Systeme der f benutzt, erhält man so aus 
einem System y alle übrigen, aus einer beliebig gewählten Be- 
rührungscurve des allgemeinen Problems die sämmtlichen andern. 
Die symmetrischen Functionen der Coordinaten der rj kann man 
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also rational durch die symmetrischen Functionen der Coordi- 
naten der y und durch die symmetrischen Functionen der Coor- 
dinaten der f darstellen. 

Nun entsprach oben jedem System der y, d. h. jeder Be- 
rührungscurve des allgemeinen Problems, eine bestimmte Wurzel 

x = — 

*1 
der Gleichung ^=0. Die symmetrischen Functionen der Coor- 
dinaten der y Hessen sich rational durch x, also auch umgekehrt, 
und zwar auf unendlich viele Arten, x als rationale und symme- 
trische Functionen der Coordinaten der y darstellen. In ähn- 
licher Weise stehen die rj in Verbindung mit einer zweiten Wurzel 
% jener Gleichung. 

Aber wenn wir in den Gleichungen der vorigen Paragraphen 
überall die a mit den x zusammenfallen lassen, so geht die Auf- 
gabe der allgemeinen Theilung in die specielle über. Die Glei- 
chung K = verwandelt sich in eine andere Gleichung M = 0, 
von welcher wir eine Wurzel kennen ; denn die Tangen tenrichlung 
der einen Berührungscurve, der ursprünglich gegebenen, ist be- 
kannt. Indem wir also unter M = die Gleichung des Grades 
m 2 P — 1 verstehen, welche «ach Hinweglassung des bekannten 
linearen Factors übrig bleibt, entspricht jeder andern Wurzel fi 
dieser Gleichung ein System der £ dergestalt, dass die symme- 
trischen Functionen der Goordinaten dieser Puncte rationale Fun- 
ctionen von fi sind. Wenn wir also vorhin fanden, dass die 
symmetrischen Functionen der y sich durch die der ?? und die 
der £ rational ausdrücken lassen, so können wir dies als Eigen- 
schaft der Gleichung K = jetzt folgendermassen aussprechen : 

Durch irgend eine Wurzel x der Gleichung K=0 
können wir alle übrigen Wurzeln derselben rational 
ausdrücken, und zwar mit Hülfe der Formel 

wo eine gewisse rationale Function ist, [i aber eine 
Wurzel der Gleichung (m 2 ^ — l) len Grades M = 0, und 
wo man alle Wurzeln x' der Reihe nach erhält, wenn 
man für f* der Reihe nach alle Wurzeln dieser Glei- 
chung setzt. 

Alle Wurzeln der Gleichung ^=0 sind also rationale Fun- 
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clioncn von einer derselben. Seien nun x', x" zwei Wurzeln, 
welche entstehen, indem man fi durch zwei Wurzeln ft', ft" von 
M = ersetzt, so dass also : 

(2) . . . %'=e(%,p), *" = e(x, fO. 

Man kann dann, indem man x' oder x" an Stelle von x treten 
lässt, andre Wurzeln von IC = bilden. Es ist aber insbeson- 
dere leicht zu sehen, dass die beiden Wurzeln 

e(x', ,o = e[ö(x, ,0. ft"] 

identisch sind, dass also bei abwechselnder Benutzung 
verschiedener Wurzeln von Jlf=0 die Reihenfolge, in 
welcher dieselben benutzt werden, keinen Unter- 
schied macht. 

' In der Thal nämlich entstand aus der zu dem Perioden- 
system Ph gehörigen Wurzel x durch Benutzung einer Wurzel 
(i, welche dem Periodensystem Ph — iV = Qh angehört, eine 
Wurzel x', welche dem Periodensystem Ph = Ph — Qh ent- 
spricht. Ebenso entsteht aus x durch Benutzung der zu Q{ 
gehörigen W'urzel ft" die Wurzel x", welche dem Periodensystem 
Ph — Qh" entspricht. Setzt man in dem Ausdruck von x' an 
Stelle von x die Wurzel x", so ist das Periodensystem Ph durch 
Ph — Qh zu ersetzen, und man findet die zu dem Perioden- 
system P h — Qii — Qh gehörige Wurzel 

*'" = 0(x", p') = 0[0(x, ?) 9 fi. 
Setzt man umgekehrt an Stelle von x in dem Ausdruck von x" 
die Wurzel x', so muss man Ph durch Ph — Qh ersetzen, und 
man gelangt zu der demselben Periodensystem Ph — Qh — Oh" 
angehörigen Wurzel, welche aber jetzt den Ausdruck hat: 

x'" = 0(x', p") = ©[e(x, fi, ft. 

Hiedurch ist der oben ausgesprochene Satz bewiesen. 

Wenn man zweitens immer mit Anwendung der nämlichen 
Wurzel fi die aufeinanderfolgenden Wurzeln von ^=0 bildet: 

*' = 0(x, p), *" = 8[*\ fi), x'" = 0(x", p) . . ., 
so findet man, dass dieser Cyclus sich nach m wiederholten Bil- 
dungen, aber nicht früher, schliesst, so dass also 

*(*»> = x. 
Denn bezeichnen wir wieder das zu x gehörige Periodensystem 
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durch Pji, das zu fi gehörige durch Qh, so gehört zu % das 

Periodensystem Ph — Qh, zu x" das System Ph — 2Qh, endlich 

zu x< m > das Periodensystem Ph — mQh, dessen m ter Theil sich 
P 

von - nur durch ganze Periodicitätsmoduln unterscheidet, welche 
m 

weggelassen werden können. Es ist daher das zu x< w > gehörige 
Periodensystem mit dem zu x gehörigen identisch, daher auch 
x(*0 = x, was zu beweisen war. 



§ 70. Lösung der allgemeinen Theilungsgleichung. 

Die Gleichung K = gehört also in die Classe derjenigen, 
welche, wie Abel (Crelles Jornal, Bd. 4, p. 131) nachgewiesen hat, 
algebraisch auflösbar sind. Um die Auflösung genauer darzu- 
stellen, führen wir eine Bezeichnung der Wurzeln x, p ein, 
welche dieselben in ihrer Abhängigkeit von den Systemen der 
Periodicitätsmoduln darstellt. Ist 

P h = 2m k 7tj/IIi + a lh q { + a u q 2 . . . + a ph q p , 

so bezeichnen wir die zu diesem Periodensystem gehörigen Wur- 
zeln x, fi durch 

., q w q t . . .* 

— n 2 ...,q— r v q 2 — r 2 
Betrachten wir nun die Summe 
v J a x a t ...b x b 2 ... 

z « 2 («i m i+«« m t • • • + h & + *>%*% • • •) n —^r- . x 

m m m x m t ... qi q 2 ..., 

in welcher die a, b ganze Zahlen sind, und die mg. unabhängig 
von einander alle Werthe von bis m — 1 annehmen sollen. 
Diese Summe kann man auch in der Form schreiben 

nr. ' rn { -n x ..,q-ri.. 

X X 

;e 2K«,..+* l? ,..]^; 1 2r 2(« 1 » l .. + Vr)^.S (x tll ), 

n.r. w,..y,.. n v .t y . 







m i9 


m t • • • > Qi » Vt - 




m t 




Die Gleichung (2) geht dann über in 




>(* 


m i m 2 . 


..q t q t . 


.. 9 ^n l n t ...r l r t . 


\ = **„ 

•0 m \ 


—n 
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wobei nun die n., r. unabhängig von einander alle Werthe von 
bis m — 1 erhalten müssen. Der letzte Ausdruck ist eine 

rationale Function von % m m „ , , und zwar ist die m te 

m l m t . . . q t q t . . . 

Potenz derselben von den Zahlen m., q. nur insofern abhängig, 
als sie die vor den übrigen bevorzugte Wurzel bezeichnen. 

Der Ausdruck S „ . * ändert sich aber nicht, wenn 

a t a t . . . b t b t ... 

man diese Wurzel durch eine andere ersetzt. Setzt man also 

der Reihe nach für x_ m t „ alle Wurzeln von K = 0, 

m t m t • • ViQt- • • 

und addirt die m [ " a Potenzen der aus dem Obigen so entstandenen 

Ausdrücke, so erhält man mr* multiplicirt mit der »i len Potenz 

von S „ , , gleich einer symmetrischen Function dieser 

a x a t . . . bfi t . . . © 

Wurzeln, also gleich einer rationalen Function der Coefticienten 

von K = 0. Man hat also 



( 5 ) • .• * S ai a 2 . . . bfi t ... — V T a x a % . . . bfi t . . ., 

wo T n hh eine Function ist, welche zwar die Wurzeln 

(i der Gleichung M = enthält, von den Coordinaten der Puncte 
x aber nur in rationaler und symmetrischer Weise abhängt. 

Wenn man nun die Gleichung (5) für alle Werthsysteme der 
a, b bildet, in denen diese Zahlen unabhängig von einander die 
Werthe 0, 1, ... m — 1 annehmen, so werden die so erhaltenen 
m 2p Gleichungen ebensoviel lineare Gleichungen zur Bestimmung 
der x, und zwar erhält man durch Auflösung 

m * p • **», ~, 

m l m 2 . . . q x q % . . . 

a.b. Y «A-- *A— ' 



Nur das Glied ^Joo . . oo . . ist durch eine rationale Function zu 
ersetzen; denn Soo . . uo . . ist nichts anderes als die Summe 
aller x, und daher ein Goefficient der Gleichung K = selbst. 

Man kann endlich die m 2 P — 1 Wurzelgrössen, welche hier 
vorkommen, auf nur 2p zurückführen, welche dann schliesslich 
von einander unabhängig sind und in ihren Combinationen die 
verschiedenen Wurzeln x liefern. Gehen wir nämlich von den 
2p Ausdrücken S aus, in denen immer nur ein Index von Null 
verschieden ist: 
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^10 . . oo . . » \i . . oo . . * ' • * ^oo . . 10 . . » ^00 . . 01 



so ist 



S a i a t . . . bfa 



= U„ 



S ai S* 2 . . . S* 1 S** ... <* t a t ..b t b t ... 

10 • • 00 • • 01 • • 00 • • * 00 • • 10 • • 00 • • Ol • • " " * 

eine rationale Function von » _ „ „ , welche, nach (4) 

gebildet, sofort zeigt, dass sie von der Wahl der Wurzel x un- 
abhängig, und also durch die Coefficienten der Gleichung 7^ = 
rational ausdrückbar ist. Mit Hülfe dieser Gleichung wird nun 
auch 



y «jfl, . . b t b t . . 
= ü hK .t/t" 1 T°* ...T* 1 1** 

ü i a t . . o i o t ... f tü'-oo-- oi"Of)*' oo«»io«« oo* •ot»« 

so dass also in den endlichen Ausdrücken wirklich nur die m leu 
Wurzeln aus den 2p Ausdrücken 

TT TT 

*10 . . 00 . .» 'Ol . . oo . . • • " ■■ 00 . . 10 . .» 00 . . Ol . . • ' * 

zurückbleiben, deren jede dann auf m verschiedene Arten ge- 
wählt werden kann, und so zu der Entstehung der m*? verschie- 
denen Wurzeln x Veranlassung giebt. , 



§ 71. Zurückführung der specieUen Theilungsgleiohung 
auf den Fall, in welchem m Potenz einer Primzahl ist. 

Wir kommen jetzt zu der Aufgabe der specieUen Theilung, 
oder zu der Untersuchung der Gleichung M = 0, welche wir 
bei Auflösung der Gleichung IC = als gelöst voraussetzten. Auch 
die Wurzeln dieser Gleichung ilf = stehen unter einander in 
merkwürdigen Beziehungen. Zunächst sieht man, dass die Perio- 
densysteme sich aus 2p Systemen immer linear und ganzzahlig 
zusammensetzen, sobald nur die Determinante der in diesen 2p 
Systemen vorkommenden ganzen Zahlen gleich 1 ist.' Wenn wir 
nun diese 2p Periodensysteme durch die ihnen entsprechenden 
Integralsummen ersetzen, so geht die Gleichung (1) in eine Form 
über, in welcher die einer beliebigen specieUen Berührungscurve 
entsprechenden Integralsummen sich linear und ganzzahlig aus 

Clebsch u. Gordan, Theor. d. AbePschen Funct. 16 
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jenen 2p Systemen von Integralsummen zusammensetzen. Nach 
dein Ahel'schen Theorem lassen sich also die symmetrischen 
Functionen der Coordinaten von den Berührungspuncten irgend 
einer der Curven durch die symmetrischen Functionen der Coor- 
dinaten von den Berührungspuncten solcher 2p auf mannigfache 
Weise herauszuwählenden Curven ausdrücken; oder es lassen 
sich alle Wurzeln der Gleichung M=0 durch solche 
2p Wurzeln derselben immer rational ausdrücken, 
deren zugeordnete Periodensysteme die Determinante 
1 haben. 

Uebrlgens verdient es erwähnt zu werden, dass man nur ein 
einziges specielles Theilungsproblem für jede Zahl m zu lösen 
hat. Hat man die Puncte z aus den Gleichungen 

i = i J c (%) h m 

bestimmt, so findet man für andre Ausgangspuncte y die Punct- 
systeme ?, welche die Gleichungen 

'=' /' p * 

befriedigen, sofort durch das Abel'sche Theorem, indem man 
diese Gleichung von der vorigen abzieht. 

Aber der Character der Gleichung M = ist völlig abhängig 
von dem Character der Zahl m. Sind v x , v % . . . Primzahlen und 

m = v i v % - • • » 
so kann man die Behandlung der vorgelegten Gleichung M = 0, 
welche die specielle Theilung für die Zahl m liefert, immer auf 
diejenigen Gleichungen zurückführen, welche die Theilung für 

die einzelnen Primzahlpotenzen v" 1 , v 2 a *. . . ergeben. Denn man 
kann dem characteristischen Periodensystem, welches zu einer 
Wurzel der Gleichung M = gehört, immer die Form geben: 

P h PM P h W 

wobei nun die in den /**), P® auftretenden ganzen Zahlen stets 
kleiner als die entsprechenden Nenner sind ; und man erhält alle 
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p 
Periodensysteme — , wenn man in dieser Formel, unabhängig von 

einander, den in P^ l) enthaltenen ganzen Zahlen alle Werthe von 
bis v, a * — 1 , den in P h &) enthaltenen alle Werthe von bis 
v t a * — 1 etc. beilegt. Wenn man aber in (1) die verschiedenen 
Periodensysteme durch die den ßerührungscurven entsprechenden 
Integralsummen ersetzt, so ergiebt sich aus (1) eine Form des 
Abel'schen Theorems, welche die Berührungscurve des speciellen 
Problems für die Zahl m aus denjenigen für die Zahlen v, a «, v 2 u * . . . 
zusammensetzen lehrt, oder welche die Wurzeln der Gleichung 
M = als rationale Functionen derjenigen Wurzeln liefert, welche 
aus den entsprechenden Gleichungen für v f a «, v 2 a * . . . erhalten 
werden. 

Man bemerkt insbesondere, dass in der Gleichung (1) der 
Generalnenner immer kleiner als m wird, sobald in einem der 
Periodensysteme P h {1) , P h {2) • . . alle ganzen Zahlen zu Null wer- 
den oder eine Potenz des betreffenden Nenners als Factor ent- 
halten. Solche Fälle nun, in denen also auch P h einen Factor 
von m in allen seinen ganzen Zahlen enthält, geben gar nicht 
wirkliche ßerührungscurven der gesuchten Ordnung. Denn indem 
man die ursprüngliche Gleichung 

in solchem Falle durch diesen gemeinschaftlichen Factor d divi- 
dirt, findet man die Gleichung 

i ,*/&*> = W 

welche lehrt, dass die den z entsprechende Curve nicht mpunctig, 

sondern nur -^-punctig berührt, und also bei dem vorliegenden 

Problem nur insofern in Frage kommen kann, als sie, Mach ge- 
rechnet, eine uneigentliche mpunctig berührende Curve darstellt. 
Die Anzahl dieser auszuschliessenden Fälle, für welche die ent- 
sprechenden Wurzeln (i schon als Wurzeln niederer Theilungs- 
gleichungen auftreten, erhält man, wenn man in einem der 
Periodensysteme P h {i) , P h {2) • • • den ganzen Zahlen nur Werthe 
beilegt, welche durch den entsprechenden Primfactor theilbar 

16* 
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sind, während die ganzen Zahlen der übrigen Periodensysteme 
beliebig bleiben. 

Nun ist in einem Periodensystem Pfl die Anzahl der Zah- 
lensysteme, deren sämmtliche Zahlen nicht durch v. theilbar sind, 
leicht zu bestimmen. Man setzt für die erste der darin vor- 
kommenden ganzen Zahlen irgend eine der nicht durch v. theil- 
baren ganzen Zahlen, die kleiner als v*t sind, und nimmt die 
2p — 1 andern Zahlen beliebig ; dann setzt man für die erste 
Zahl eine durch v. theilbare, für die zweite eine nicht theilbare, 
und nimmt die 2p — 2 andern beliebig; sodann für die ersten 
beiden Zahlen solche, die durch v. theilbar sind, für die dritte 
eine nicht theilbare, und nimmt die 2p — 3 übrigen beliebig 
u. s. w. Auf diese Weise erhält man die folgende Anzahl von 
Combinationen, welche eigentlichen Berührungscurven zugehpren: 

V fi—\ V( — 1) v «,<2p-l) + v 2(a t — 1) ( Vtf _l)t, «<( 2 P— 2 ) 

. + vH a i— X ) [v.— l)v f&P ~ 3 ) . . . + vM a i- *) (v.— 1) 

= v^(«*-l)(^P_l). 

Und daher ist die gesammte Anzahl der in dem speciellen 
Theilungsproblem auftretenden eigentlichen Berührungscurven: 

v 2p( ai - l) v 2p(« t - 1) # m ( Vi «P_ 1) ( V *P - 1) . . . 

§ 72. Lösung der speciellen Theilungsgleiohung für 
eine Primzahl und Potenzen einer solchen. 

Es bleibt übrig die Gleichung M = unter der Voraus- 
setzung zu lösen, dass m Potenz einer Primzahl ist, w = v". Man 
kann diese Aufgabe immer auf die specielle Theilung für, m = v 
und auf die oben behandelte allgemeine Theilung zurückführen. 
Denken wir uns nämlich die specielle Theilung für m = v aus- 
geführt, d. h. denken wir uns die symmetrischen Functionen der 
z so bestimmt, dass 

'und bestimmen wir ferner durch die allgemeine Theilung, für 
m =3 v andere a — 1 Punctsysteme so, dass 
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f i= P * t W i=P ^ 

1 = 1 c ' t = l c y ' 

z {i) z {i) 

''.v»^ :== •' s 1 ^ dtt *+ i> * <i!, 

1=1 C 1=1 <r ' 



(2) 



t=p _ z a— 1 «=p - «— 2 



t = l C 1=1 c ' 

so ergiebt sich durch Combinatiori aller dieser Gleichungen; 
** l 2 P f a du\ = P h + v/MD + v ip/> . . . + t^-i/y«-!). 

1=1 c 

Das System der z a -i giebt also die allgemeinste Berührungscurve 
des speciellen Problems für m = v". Die Gleichungen (2) als Glei- 
chungen des Abel'schen Theorems lehren zugleich, dass die Wur- 
zeln der speciellen Theilungsgleichung für m = v* durch wieder- 
holtes Wurzelausziehen aus rationalen Functionen der Wurzeln 
der Theilungsgleichung für m = v gefunden werden. Diese letzte 
bleibt also zu behandeln. 

Die specielle Theilung für eine Primzahl v führt auf eine 
Gleichung in (i vom Grade v 2 p — 1. Die ihren Wurzeln ent- 
sprechenden Periodensysteme werden gebildet, wenn man allen 
in den P h vorkommenden ganzen Zahlen unabhängig von einan- 
der die Werthe 0, 1, ... v — 1 beilegt, und nur den einen Fall 
ausschliesst, in welchem sämmtliche Zahlen den Werth haben 
würden; dieser Fall entspricht der gegebenen Berührungscurve, 
von welcher man ausgeht. Bezeichnen die Grössen P h irgend 
ein Periodensystem, so ist 

P A ,2P A ,3P A ,...(v-l)P A 

eine Gruppe von Periodensystemen, welche sich nicht ändert, 
wenn man statt des Systems P h irgend ein anderes System der 
Gruppe zu Grunde legt. Nach der wiederholt gemachten An- 
wendung des Aberschen Theorems lässt sich jede dieser Gruppe 
zugehörige Wurzel durch jede andre rational ausdrücken, und 
eine symmetrische Function A der Wurzeln dieser Gruppe ist 
als dieselbe rationale Function jeder der v — 1 Wurzeln der 
Gruppe ausdrückbar. 

Die Zahl der Gruppen (welche nie ein Periodensystem oder 
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V *P—1 
eine Wurzel gemein haben können) ist — — — • Bildet man die 

symmetrische Function A für alle Gruppen, und untersucht die 
Summe gleich hoher Potenzen dieser A, multiplicirt mit (v — 1), 
indem man für (v — 1)A die Summe der v — 1 Darstellungen 
von A durch die einzelnen Wurzeln der Gruppe setzt, so findet 
man diese Potenzstimmen gleich symmetrischen Functionen aller 
f*, also gleich rationalen Functionen der Coefficienten der gege- 
benen Gleichung. Man kann also sofort eine Gleichung vom 

Grade — aufstellen, deren Wurzeln die Werthe sind, welche 

V — 1 

die symmetrische Function A für die verschiedenen Gruppen an- 
nimmt. Ist sodann B eine andre symmetrische Function der 
Wurzeln einer Gruppe, so kann man die Stimme aller B, die 
Summe aller BA, die Summe aller BA* etc. ebenso durch die 
Coefficienten der gegebenen Gleichung rational ausdrucken. Man 
erhält auf diese Art, wenn die A bekannt sind, für jede andre 
symmetrische Function der Wurzeln einer Gruppe eine lineare 
Bestimmung, und zwar sieht man leicht, dass jedes B bei der 
Auflösung dieser Gleichungen ersten Grades so umgeformt werden 
kann, dass es nur das eine A enthält, welches ihm entspricht. 

Wenn man also die Gleichung des Grades 

V — 1 

aufgelöst hat, von welcher die A abhängen, so kann man durch 
eine Wurzel A dieser Gleichung die übrigen symmetrischen Fun- 
ctionen der Wurzeln der entsprechenden Gruppe darstellen, und 
man kann daher sofort eine Gleichung (v — l) ten Grades an- 
schreiben, deren Wurzeln die Wurzeln dieser Gruppe sind, und 
deren Coefficienten nur von einer Wurzel A der erstgenannten 
Gleichung abhängen. 

Die Gleichung für die A ist die einzige in diesen Problemen, 
welche algebraisch nicht lösbar ist. Denn die den einzelnen 
Gruppen entsprechenden Gleichungen (v — l) ten Grades kann man 
wieder nach Abel mit Hülfe von Wurzelgrössen auflösen. Zu 
diesem Zwecke sei g eine primitive Wurzel von v; dann kann 
man das Periodensystem einer Gruppe darstellen durch 
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Nennen wir die entsprechenden Wurzeln der Gruppe 

f*o» JV f*> • • • f*»-*» 
so ist nach dem Abel'schen Theorem 

aber da £ r — x = 1 (m od. v), so kommt das der Wurzel 

entsprechende Periodensystem g v ~ x P h auf i> A selbst zurück und 
es ist also ^_i = (i , oder 

Die Wurzeln ft , fi,, ft 2 . . . f* v _2 bilden daher, so geordnet, einen 
Cyclus, so dass, wenn statt (i eine andre Wurzel der Gruppe zu 
Grunde gelegt wird, diese Wurzeln sich nur cyclisch vertauschen. 
Bildet man nun den Ausdruck 

1=1 

so kann man Fi als rationale Function jeder beliebigen der v — 1 
Wurzeln \i darstellen. Setzen wir 

«[»&*)] = »,M. ®[®,W] = ®,W etc., 

so hat man allgemein zwischen zwei Wurzeln (i k1 fi h die Relation 

wobei, wenn k — h — 1 negativ wird, dieser Index um v — 1 
zu vermehren ist. Um also Fi durch (i h rational auszudrücken, 

setzt man 

2kinV^l 

o'der, wenn man i — h — 1 = k setzt: 

2l(h + l)nV^l 2XknV^l 

F x = e "- 1 {=V 2~\ v ~ l ©>,). 
i=i 

Da hier nun die Zahl h ausser in (i A nur in einer als Factor 

vortretenden (v — l) ten Wurzel der Einheit vorkommt, so ist 

F x v ~ l ein Ausdruck, welcher vollständig dieselbe Gestall hat, 

durch welche Wurzel fi h man ihn auch darstelle. Bildet man 

also die v — 1 Ausdrücke von F x v ~ l durch die verschiedenen 

Wurzeln (i und addirt alle, so erhält man (v — l)^ -1 gleich 



248 Zehnter Abschnitt. § 73. 

einer symmetrischen Function dieser Wurzeln, und also Ff- 1 
durch die Coefficienten unserer Gleichung (v — l) len Grades aus- 
gedrückt. Sei demnach 

so hat man durch Wurzelziehen die v — 1 Gleichungen ; 

F, = j/*T 

V— 1 



F v -2 = }/O v -2, 

während F von vornherein eine symmetrische Function der 
Wurzeln und ein Coefficienl der Gleichung (v — l) ten Grades 
selbst ist. Man hat also v — 1 Gleichungen ersten Grades, aus 
denen die v — 1 Wurzeln der Gruppe sich linear bestimmen. 

Zwischen den verschiedenen (v — l) ten Wurzeln, welche in 
den Ausdrücken der F vorkommen, bestehen noch Relationen. 
Denn man sieht, ganz wie oben die entsprechende Eigenschaft 
von Ff- 1 nachgewiesen wurde, dass das Product 

sich rational durch die Coefficienten der Gleichung (v — 1)*** 
Grades ausdrücken lässt. Ist also 

F x _ 

7? ~ Ul§ 
wo nun Ux eine rationale Function der gegebenen Coefficienten 
bedeutet, so hat man zugleich 

In den Ausdrücken der Wurzeln (i kommen also jetzt nur noch 

r-l 

die Potenzen einer Wurzelgrösse }/O i vor, und man erhält alle 
Wurzeln fi aus einer derselben, indem man dieser Wurzelgrösse 
ihre verschiedenen Werthe beilegt. 

§ 73. Algebraisch darstellbare ©quotienten. 

Mit den vorliegenden Untersuchungen in genauem Zusammen- 
hange steht die Betrachtung der einfachen algebraisch darstell- 
baren ©quotienten. 
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Ist Q(s ein ®quotient, welcher sich als algebraische 

Function der Coordinaten der Puucte x^K x^ . . . x&\ £ dar- 
stellen lässt, welche mit den w durch die Gleichungen 

** = 2 / W rf "*-M (Ä = 1, 2 . . . p) 

1 = 1« fl 

verbunden sind, so muss bei Veränderung der Integrationswege, 
d. h. bei Vermehrung der Argumente um Periodicilätsmoduln, 
jener Quotient nur eine endliche Anzahl verschiedener Werthe 
anzunehmen fähig sein. Setzt man aber 

»k = w h + *m h rt/=l+ a lh q x + a 2h q 2 . . . + a ph q p 
an Stelle von rv h (vgl. oben' p. 200), so wird 

0(n>' + A) = *(»i + 4)fc + (*« + A *^* ■ • • . &( W + A) 

®(n>') = e w &+ w *y*' ' ' . ®{rv), 
also 

(] S(w + A) _ A t(/i + A^ . . . + A V Q V 9(w + A) 

Daher muss, wenn alle q bis auf eins ungeändert bleiben, der 
Exponentialfactor seinen ursprünglichen Werth wieder annehmen, 
sobald diese eine Zahl q. um eine gewisse ganze Zahl r. ge- 
wachsen ist. Man muss sonach haben 

e A ki + r l = e A äi t Ai = —1 , 

r . 

wo s { wieder eine ganze Zahl ist. 

Verlangt man nur, dass jp ( 'T ' multiplicirt mit einem Ex- 
ponentialfactor 

JB x w x + B t n>, . . . + B p rv p 

bei Vermehrung der Argumente umPeriodicitätsmoduln eine endliche 
Reihe von Wertben besitze, so Iritt an Stelle von (1) die Gleichung 

®(w'+ A) 2Bw! _ 

-ggjy- • e . < — 

e 2A.q. + 2ttJ/=1 Zm.B. + 22B % q k a. k . ®(w + A) ^Bw^ 

und der Factor 

e ZA. q . + 1^/-\ Zmfi. + SXBflp* 
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muss also eine endliche Reihe von Werthen haben. Bleibt er 
daher ungeändert, wenn man q. um r., oder m. um q { wachsen 
lässt, so folgt 

e 2^/~\ B <9i = x f e [J. + 2» t « J r. = ^ 

also 

ff. VsnV^l 1 

^ = — f* Ä i=~ 1 — T + g £ k a ik*k> 

i i f 

wo wieder die 0, 5 ganze Zahlen sind. Diese Ausdrücke kann man 

in eine Form bringen, in welcher statt der r., Q i der grösste 

gemeinschaftliche Dividuus m dieser Zahlen auftritt, und man 

darf also setzen: 

B. = - -', A. = -- [2s { nV—\ + 2a.,aJ. 

Daher ist das System der A der m Xe Theil eines allgemeinen 
Systems von Periodicitätsmoduln, und man hat also den Satz 
(vgl. Riemann, 1. c. p. 154): 

Damit <aT e ' algebraisch durch die £, x 

ausdrück bar sei, welche aus den Gleichungen 

w ä= £ Jm du /,-J du A 

bestimmt sind, ist es nöthig, dass die A rf e Theile 
eines Systems von Periodicitätsmoduln seien, und 
wenn 

so ist 

o. 

2?.= --'. 
* m 

Der erweiterte Hermitesche Satz lehrt nun diese Darstellung 

folgendermassen ausführen. 

Setzen wir 

P h 

m,< l > = m < > . . . = m,^- 1 ) = — , 

h h h m 

wo Pf, den Periodicitatsmodul 

p=2s h n]/=l+Z k a hk 6 k 
bedeutet, so muss, damit der Satz des § 65 Anwendung finde, 
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sein, also 

S(n> + m<*>) = e~ f K + * **) a A . e(w + ^Y 
Der algebraisch darstellbare Quotient ist also 

Indem wir den constanten Quotienten auf der rechten Seite 
des Theorems analog transformiren , erhalten wir für ihn den 
Ausdruck 

wo die Grössen 

wegen der beliebig auf f = zu wählenden Puncte a beliebige 
constante Werthe annehmen. Man kann also endlich sagen, 
dass der Ausdruck 







_•(-+£) 


e(wW) 






w(P) — 
h 

m 


W H 


°A 


0{w) 


e(y>w + 


-) 











die m te Wurzel einer rationalen Function der Coor- 
dinaten von x (1) , x^ . . . x {p) , £ (und der a) sei, wie Rie- 
mann 1. c. gezeigt hat. Eine weitere Betrachtung aber fuhrt 
auf eine bemerkenswerthe Umformung dieser algebraischen Fun- 
ction. 

Nach der Darstellung des § 65 wird 




^o(g)^(* ( V^(* (/?) ) 

eine Formel, welche sich aus den einzelnen Gleichungen zu- 
sammensetzt: 
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(1).. 



— 2 




Die Definition der verschiedenen rv siehe § 65, wo auch 
angegeben ist, von welchen der Puncte #, £ die Coefficienten 
der verschiedenen Functionen g>, ip abhänget), nämlich: 

9>o> ^o von x{1) » x(2) • • • x(p) 
qp,, tf;, von « (1) , xW . . . xM 
<p t , % von a^>, a& . . . xM 



9> P , % von aW, a< 2 > . . . aW, 



während zugleich 



(2) 



- (1) J* ] ,- w ,n 

Ä° = J(l) dU h + J(2) dU h • • • +J(p) dU A —J dU h 



JV 



W A {i) = f(i) du H + f(2) d »A-" + f( P ) du h — J du H 



*tf 



(2); 



J l) r « {2) * {p) r n 

= 1(1) du k + 1(2) d »A'-+ J( p) d " h —J d »k 



J 1 ) 



-(2) 



» 



w, 



Sp) 



=f(l) dU H + S(2) du h * • ' +J(p) du A—f du k> 



Ersetzen wir nun in den Gleichungen (1) in der ersten 
xM, xW...xM durch «<*>, a^...a^\ in der zweiten x&\ aP\..xW 
durch aS 2 K a< 3 > . . . aM, in der drillen x®, x& . . . x&) durch 
a$\ « (4) . . . a^ u. s. w., so gehen die in den Argumenten der 
©Functionen Gleichung (lj links enthaltenen rv^ bezüglich 
über in: 
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** = f W dU * + h) dU h •■+L) du H-J d * = "A W -f d «A 
a et a fi tj 



h 



* (1) a (2) « W ij * (1) 

*k=h)**k +/«** • • • +/«*■* -y ** = ** w +y ( D^ 

er ' or er" /u a 

^ (i) =y (1 )^+y ( 2)^- • • +y ( ,)^-y^=^ ) +y ( 2)^ 



zugleich gehen qp , ^ in zwei Ausdrücke d>, 3* über, deren 
Coefficienten nur noch von constanten Puncten abhängen, und 
Vi» <P%- 9p* welche ganz gleich gebildet sind, in <P,, fy, ^ 2 ...tf; 
in 7 P l , welche ebenfalls in ihren Coefficienten nur von constanten 
Puncten abhängen. Die Gleichungen (1) verwandeln sich daher 
in folgende: 

y» h h f p\ v " . " 

m 







r 9 f .(« (2) ) 



bei welchen die algebraischen Functionen nur noch von je einem 
variabeln Puncte abhängen. 

Wenn wir nun jede dieser Gleichungen in die entsprechende 
Gleichung (1) dividiren, so finden wir 
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< »+£H '>'*-- '»(»-'+9 ,-/!£ -/Ü 



(3) 



<^)«»n«M-"+£) ;/gffi ;/^ 






^Ihr^M-^) :/ S&r ;/ 5K 






Aber die Ausdrucke links kann man direct als rationale Fun- 
ctionen der Coordinaten der x, a, £, rj darstellen, indem man 
auf das Theorem des § 62 zurückgeht. Auf den 0quotienten 
der ersten Gleichung ist jener Satz in seiner dort gegebenen 
Gestall ohne Weiteres anwendbar. Der öquotient wird gleich 






wenn die Curve V = durch die Puncte x und die aus den 
Gleichungen 

oder 

i=P J ] P h 

(4) . . . 2 f r du h = — 

bestimmten Puncte , die Curve ü = durch die aus den Glei- 
chungen 

oder 

(5) ... .*/„*, «^ 

bestimmten Puncte und durch die Puncte a geht; während alle 
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übrigen Schnittpuncte von ü = und V = mit f = ge- 
meinsam sind, die Doppel- und Rückkehrpuncte eingeschlossen. 
Man bemerke, dass die Gleichung (5) keine Irrationalität in Bezug 
auf die x herbeiführt. Denn obgleich zunächst die y einem spe- 
ciellen Theilungsprobleme angehören, bei welchem die x zu 

Grunde gelegt sind, so kann man doch nach dem Aherschen 

P 
Theorem, indem man statt - etwa die Ausdrücke (4) setzt, diese 

Irrationalität auf eine solche zurückführen, welche einem spe- 
ciellen Theilungsproblem mit constanten Grundpuncten entnom- 
men ist. 

Die andern ©quotienten muss man zuerst auf eine analoge 
Form bringen, indem man die Metboden anwendet, welche am 
Ende des § 63 benutzt sind, so dass man die Argumente der 
^Functionen durch Anwendung des Abel'schen Theorems in solche 
verwandelt, welche sich (in Zähler und Nenner) nur durch das 
negativ genommene Integral unterscheiden. Es gehen dadurch 
die linken Theile der übrigen Gleichungen (3) in rationale Fun- 
ctionen 



\v)jn \vJjH 



über. Setzt man diese in die Gleichungen (3) ein, so findet sich 



üar (n) 



m I f^ l) ) (El) 






<p,(« (i) ) 




<P,(a™) (£*\ I *,(« (2) ) 

und man erhält also für unsern dquotienten folgenden Ausdruck : 
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w 



—c ec^') 'f£\ (1i\ I *ft) *.("'") 

Der gesuchte dquotient druckt sich also schliess- 
lich als rationale Function der Coordinaten von £, 
arW, x^ . . . aus, inultiplicirt mit der m ten Wurzel aus 
dem Producte rationaler Functionen, deren jede nur 
einen der variabeln Puncte enthält. 

Diese Formel enthält ausser der m ten Wurzel keine andern 
Irrationalitäten, als eine Wurzel fi der Gleichung M = für das 
specielle Theilungsproblem. 

Dass der Quotient 



— E 



(»k-»lP)*A *>(»*+£) 



9<V k ) 



sich durch die m ie Wurzel einer algebraischen Function ausdrückt, 
findet darin seine Begründung, dass jener Quotient sich um eine 
m te Wurzel der Einheit ändert, wenn man die Zahlen pi <r um 
ganze Vielfache von m ändert, wobei die algebraische Function 
völlig ungeändert bleibt. 

§ 74. Algebraische Bestimmung von ~ sSr" 
Das in der Gleichung (6) enthaltene transcendente Glied 






(«*'+l) 



9(w {p) ) 
kann selbst auf algebraische Ausdrücke zurückgeführt, und da- 
durch der gegebene ©quotient rein algebraisch ausgedrückt werden, 



§ 74. Die Theilung. 257 

indem man die bisher willkürlichen constanten Puncte a in ge- 
eigneter Weise wählt. Es war 

Lassen wir der Einfachheit wegen den Punct iq in den Punct 
fi fallen, und setzen sodann 



wo die Q h ein System von Periodicitätsmoduln bedeuten. Es sind 
also die a in diesem Falle Lösung eines speciellen Theilungs- 
problems. Insbesondere kann man alle Q h gleich Null setzen, 
und die a mit den et eoineidiren lassen. Dann ist w } f = 0, und 
der transcendente Factor reducirt sich auf 







© 



&(o) 

Es handelt sich jetzt darum diese Grössen algebraisch auszu- 
drücken, was folgendermassen geschieht. 

Setzen wir in der Formel (6) alle rv h gleich Null ; lassen wir 
£, r\ mit dem festen Puncte fi zusammenfallen, und also die x mit 
den a. Die w£p) hingegen bestimmen wir durch die Gleichungen: 



h . = 1 ^(») h m h 



Die symmetrischen Functionen der Coordinaten der a werden 

__ t 
dann rationale Functionen der zu P. zugeordneten Wurzel 



*k 



der Gleichung M = 0. Aber diese steht mit der zu — selbst 



m 



zugeordneten Wurzel, welche bereits benutzt wurde, in der be- 
sondern Beziehung, dass jede dieselbe rationale Function der 
andern ist, wie der Satz des § 64 oder das Abelsche Theorem 
lehrt. Man kann also auch sagen, die symmetrischen Functionen 

P h 
der Coordinaten der a seien rationale Functionen der zu — 

m 

zugeordneten Wurzel von M = 0. 

. Durch die angegebenen Werthe gehen die beiden Quotienten 

Clebsch u. Gordan, Theor. d. Abel'schen Funct. 17 
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über in 



m \ rn) ^ m \ mj 



©i 



mo)' 



»i— i 



9(»W) 



,„« SP >'* 



0(P) 



<^-) 



von welchen Ausdrucken der letzte mit Benutzung der für die 
©Function geltenden Periodicitätsgleichung (p. 200) auch die Form 



***•* 



&(o) 



'© 

alsoi 



annimmt. Die Gleichung (6) kann man also in der Gestalt schreiben: 

Der Ausdruck rechts ist algebraisch. Der unter dem Wurzel- 
zeichen befindliche Ausdruck ist bereits eine symmetrische Function 
der Coordinaten der verschiedenen Puncte a einerseits und der ver- 
schiedenen Puncte a andrerseits, also eine rationale Function der zu 
P 
- zugeordneten Wurzel der speciellen Theilungsgleichung M = 0. 

Der rationale Theil vor dem Wurzelzeichen ist unsymmetrisch ge- 
bildet, ändert sich aber durch Vertauschung der a unter einander 
und der a unter einander nicht, und kann daher auch in symme- 
trische Form gebracht werden. Ist also (i die betreffende Wurzel 
der Theilungsgleichung, so hat man den Satz: 
Die Ausdrücke 

m 

©(o) 
lassen sich in der Form 



-*S?«' 



f, 



darstellen, wo A, B rationale Functionen, und (i die 
entsprechende Wurzel der Gleichung M=o des spe- 
ciellen Theilungsproblems ist. 
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Dass dieser Ausdruck sich durch eine (2m) le Wurzel dar- 
stellt, wird dadurch erklärt, dass derselbe sich um eine (2m) te 
Wurzel der Einheit ändert, wenn man die Zahlen s, <? um ganze 
Vielfache von m ändert, wobei die algebraischen Ausdrucke A, B 
völlig ungeändert bleiben. 

Den Periodicitätsmoduln Pk und — P h werden zwei ver- 
schiedene Wurzeln von M = zugeordnet, (i, (i, welche offenbar 
in obige Formel eingesetzt, beide dasselbe Resultat liefern. Er- 
hebt man obige Gleichung zur Potenz 2m, so dass 



s p h°h 



L 9(o) J ' 



J((i).B(ii) = e 

so kann man die Gleichling M = mit Hülfe dieser Relation in 
eine Gleichung N = verwandeln, deren Wurzeln die Grössen 



p h°h 



Ki)l 

L 9(o) J 



sind. Hat man diese Gleichung iV = gelöst, so werden im 
Allgemeinen aus jeder ihrer Wurzeln zwei zusammengehörige 
Wurzeln p, (i von iJf=0 gefunden, deren symmetrische Fun- 
ctionen sich während der Bildung der neuen Gleichung durch die 
neue Unbekannte rational ausdrucken. Nach dem Vorigen hat 
man nur die Fälle zu unterscheiden und zu behandeln, in denen 
m = 2, und in denen m eine ungerade Primzahl ist. Im ersten 

m 2p j 

Falle ist die neue Gleichung vom Grade — - — , oder jede der 

algebraisch auflösbaren Gleichungen, welche nach Lösung der 

m 2p — l 
Hülfsgieichung vom Grade — — — übrig bleiben, wird in eine 

j«_ ■* 

Gleichung vom Grade — =— verwandelt. Der andere Fall wird 

im Folgenden genauer erörtert werden. 

§. 75. Bestimmung von -gVy-» Curven (n — 3) ter Ordnung, 

welche in pPuneten berühren, und durch die Doppel- und ' 

Bückkehrpunkte gehen. 

Der Fall von n = 2 ist dadurch ausgezeichnet, dass eine 

p 
Reihe unter den Ausdrücken ©.j identisch verschwindet. Denn 

nach der Periodicitätseigenschaft der Function & (p. 200) ist 

17* 
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Da nun 



so geht diese Gleichung über in 

*(*) =*(-?)■<- »>**•*• 

Da nun ausserdem 

so verschwindet ö(y) immer, sobald ^s^ ungerade ist, und 
man hat den Satz: 

Die Function 8 verschwindet immer, wenn ihre 
Argumente eines der Systeme von halben Perioden 

\P k c=. k ny-l+^£ t a u c t 

sind, für welche die Summe s t a t + s 2 c 2 + . .. +s a eine 
ungerade Zahl ist. 

Von den Functionen Q ( y J verschwinden also immer so 

viele, als die Gleichung 

s x a t + s 2 a 2 ... + s p a p = 2E+ 1 

Lösungen hat, wenn den Zahlen s, a nur die Werthe oder 1 
beigelegt werden sollen. Um die Anzahl dieser Lösungen zu finden, 
nehmen wir an, es seien k der Zahlen s gleich 0, die übrigen 
p — k gleich 1; die den ersten Zahlen s entsprechenden a können 
dann oder 1 sein, was 2* Combinationen giebt. Die Summe 
der andern ß aber muss ungerade sein, oder es ist immer das 
letzte durch die übrigen p — k — 1 bestimmt. Diese letzten 
Zahlen a können daher noch auf 2p— k ~ 1 verschiedene Arten 
gewählt werden, oder es giebt im Ganzen in diesem Falle 2?- 1 
Systeme aller a. Je nachdem man nun unter den Zahlen s iP s t ...s 
solche k herauswählt, welche gleich Null sein sollen, hat man 

p.p — l...p — k+l 
l .2 ...k 

verschiedene Fälle, und daher im Ganzen 
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p . p — 1... p — k + 1 p-i 
1.2 ...Ar 

Systeme der s, a für ein gegebenes k. Nun kann endlich k die 
Wertlie 0, 1 ...p— 1 annehmen; die Anzahl aller möglichen 
Lösungen ist daher 



2 P 



1 { 1 + f +' P ~^ • • • + p } = *~ l ( # - 1 ) . 



Dieses ist also die Anzahl der Systeme von halben Periodi- 
citätsmoduln , für welche die ©Function identisch verschwindet. 
Lässt man nun wieder in den allgemeinen Gleichungen 

n >h = ?J { i) du h-J du h 

1=1 a fi 

den Punct | mit fi zusammenfallen, und ersetzt die w durch ein 
System von halben Periodicitätsmoduln, setzt man also 

i=l a 

so wird die Function ®(~2~) nur dann und immer dann gleich 

Null, wenn entweder ein Punct x® mit fi zusammenfällt, oder 
wenn die Punkte x auf einer Curve (n — 3) ter Ordnung liegen, 
welche durch die Doppel- und Rückkehrpunkte geht. Erinnern 
wir uns an die Entstehung der a: sie waren die Berührungs- 
punkte einer Curve (n — 2) ter Ordnung, welche durch die Doppel- 
und Rückkehrpunkte von f= 0, sowie durch die (n— 2) Puncte 
geht, in denen die in fi an f=0 gezogene Tangente diese Curve 
noch schneidet; welche endlich in p Puncten die Curve f=0 
berührt. Durch jene festen Puncte gehen noch andre Berührungs- . 
curven gleicher Art; eine derselben hat die x zu Berührungs- 
punkten. Wenn nun einer der Puncte x in (i fällt, so zerfällt 
deren Berührungscurve in eine Berührungscurve (n — 3) ter Ord- 
nung, welche durch die Doppel- und Rückkehrpuncte geht, und 
in den p — 1 übrigen Puncten x berührt, und in die Tangente 
des Punctes fi selbst. 

Die Berührungspunkte einer solchen Curve (n — 3) ter Ordnung 
seien ßM, ß^ ... ßte—V: dann giebt es ein gewisses System Q h 
von Periodicitätsmoduln , für welches 
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( J {1) J {2) J P ~ l) * 

(!) • • • t =/o)^ +J>)* i a---+^-i) ä * +^w dw *' 
Sei nun i? A ein solches Periodensystem, für welches die 
(Weichlingen bestehen : 

R y (1) y (2) r w 

(*) ' • • T =/(D ** + /» ** * • * +/« **' 
a a ö 

wobei die y auf einer Curve (« — 3) ler Ordnung Hegen, welche 
durch die Doppel- und Ruckkebrpuncte geht. Diese schneidet 
dann noch etwa in dW, <*<*>, #*-*>, und man hat nach dem 
Abel'schen Theorem: 

y (D y («) y (p-D 

(3) ... = f du, + / (2) rfn Ä . . . + f x) du h 
p p p 

+ Li) dU h + /.») ^ • • ■ + /(IP-I) rf *A • 

p p p 

Aus einer Combination der Gleichungen (1), (2), (3) fiudet 
sich nun: 

p p p p 

Da hier, wenn man mit 2 multiplicirt, links ein Periodicitats- 
inodul steht, und da die ß Beruhrungspuncte einer Berührungs- 
curve (n — 3) ler Ordnung sind, so müssen auch <5 (1 >, d< 2 ), ... ö<p~ 2 \ (i 
Beruhrungspuncte einer solchen sein. Aber solcher Beruhrungs- 
curven giebt es eine endliche Anzahl; daher kann man den Punct 
(i immer so wählen, dass er keiner ihrer Beruhrungspuncte wird, 
und dass also obige Gleichung, sowie die Voraussetzung, dass die y 
auf einer Curve (n — 3) ler Ordnung liegen, unmöglich wird. Wir 

können also daraus schliesseu, dass so oft #( 2j au ^ die 

angegebene Weise identisch verschwindet, die Be- 
rührungscurve (w — 2) lcr Ordnung dadurch in die Tan- 
gente von fi und in eine Berührungscurve (n — 3) ler 
Ordnung zerfällt, dass einer der Puncte x mit dem 
Puncte fi zusammenfällt. 

Sobald s i G i +s 2 o 2 ... = 2H + 1, giebt die allgemeine Perio- 
dicitätsgleichung der öfunction: 
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für welche s i a i + s t cr s ... = 2# + 1, haben also den Character 
ungerader Functionen, indem sie nur das Vorzeichen ändern, wenn 
man alle rv gleichzeitig ihr Zeichen wechseln lässt. Umgekehrt 
haben die 2^ -1 (2? + 1) übrigen Functionen 



**•*»*«(„+£) 



den Charakter von geraden Functionen, da sie sich nicht ändern, 
wenn man alle w gleichzeitig ihr Vorzeichen ändern lässt. Aus 
diesen letzten Functionen aber entstehen ungerade Functionen 
durch Differentiation nach den verschiedenen Argumenten n>; und 
wenn man also durch g> eine dieser Functionen bezeichnet, so 
verschwinden die Ausdrücke 

dtp dtp dtp 

wenn alle w gleichzeitig gleich Null gesetzt werden. Daher ver- 
schwinden auch, wenn man 

P i=p * w £ 

w h + i= 2 J { i) du h-J du h 

setzt, und £ mit (i zusammenfallen lässt, die Ausdrücke 

dtp_ dtp_ dw x . d<p dw 2 , 

Nun ist oben bewiesen, dass, wenn eine der hier betrachteten 
Functionen verschwindet, indem die w sämmtlich verschwinden, 
einer der Puncte x in p falle, die andern Punkte x aber in 
die Berührungspunkte einer durch Doppel- und Rückkehrpunkte 
gehenden Curve (n — 3) ler Ordnung übergehen. Da (i beliebig, 
. die Zahl der Berührungscurven aber und ihrer Berührungspuncte 
eine endliche ist, so kann man immer (i von diesen Berührungs- 
puneten verschieden voraussetzen. Wenn daher die betrachtete 
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Function mit ihren Differentialquotienten, sie selbst also min- 
destens in zweiter Ordnung verschwiuden soll, so kann der Grund 
hiervon uicht darin liegen, dass mehrere der Puncte x sich in 
dem Puncte § oder fi vereinigen, sondern nur darin, dass, während 
eines der x, etwa x^\ in (i fallt, die sämmtlichen Puncte x ausser- 
dem auf einer durch Doppel- und Ruckkehrpuncte gehenden Curve 
(n — 3) ler Ordnung liegen. 

Man schliesst hieraus, dass die Functionen unter den oben 
betrachteten, welche den Character von geraden Functionen 
haben, nicht verschwinden, sobald alle tv zu Null werden. Denn 
in solchem Falle müsste dem System von halben Periodicitats- 
moduln 

2 ' 2 ' * * * 2 
eine solche Berührungscurve (n — 3) ler Ordnung entsprechen, 
deren Beruhrungspuncte mit jedem Puncte p, d. h. mit jedem 
andern Puncte der Curve auf einer durch Doppel- und Ruckkehr- 
puncte gehenden Curve (n — 3) ter Ordnung lägen. Diese Be- 
ruhrungspuncte müssten also zwei ganz verschiedene und im 
Allgemeinen durchaus nicht zusammentreffende Eigenschaften, 
welche durch ganz verschiedene algebraische Gleichungen definirt 
sind, gleichzeitig besitzen: die Beruhrungspuncte einer Berührungs- 
curve (n — 3) ter Ordnung zu sein, und ein System von p — 1 
Puncten zu bilden, welche eine durch die Doppel- und Ruckkehr- 
puncte gebende Curve (n — 3) tcr Ordnung nicht bestimmen. 

Es verschwinden also im Allgemeinen nur diejenigen Fun- 
ctionen ®(-ö")> für welche 2sxs i ungerade ist, und man hat zu- 
gleich den Satz: 

Es giebt 2*>~ 1 (2* — 1) Curven (n — 3) ter Ordnung, 
welche durch die Doppel- und Ruckkehrpuncte gehen, 
und die Curve f=0 in p — 1 Puncten berühren. 

Die Curven werden aus den Gleichungen 

* h du H+J\p) du H = ± P n (A-1.2...p) 

gefunden, welche zusammen bestehen können und in den x die 
Beruhrungspuncte der Curven liefern, sobald für die in den P 
auftretenden ganzen Zahlen die Gleichung besteht 
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*A + V* • • • + s P a P = 2 # + *• 
Die Lösung der besondern Classe von Umkehrproblemen, denen 
das vorliegende angehört, ist in § 60 gegeben. 

Man bemerkt, dass der Fall, wo alle P verschwinden, in 
den hier betrachteten Fällen nicht enthalten ist. Daher ist dieser 
Fall einer unter denjenigen, welche in folgendem Satz zusam- 
mengefasst erscheinen, der den Vorigen ergänzt: 

Es giebt 2p- 1 (2p + 1) Curven (n - 2) ler Ordnung, 
weiche durch die Doppel- und Rückkehrpuncte, so 
wie durch die n — 2 Schnittpuncte der in einem be- 
liebigen Puncte (i gelegten Tangente mit /" == hin- 
durchgehen und die Curve f=0 in p Puncteu be- 
rühren. 

Die ßeruhrungspuncte dieser Curven Gndet mau aus den 
Gleichungen: 

.V„/« A = *^. (*=1.2...p) 

tr=zl a 

wenn man für die P A alle diejenigen Systeme von Periodicitäts- 
nioduln setzt, für welche 

*t*i + ^2 • • • + s p c p = 2H - 

§ 76. Reduotion der Theilungsprobleme für m = 2. 

Wenn man unmittelbar auf algebraischem Wege eine Curve 
(n — 3) tcr Ordnung q> = zu bestimmen sucht, welche die Curve 
fz=zO in p — 1 Puncten berührt und durch die Doppel- und 
Rückkehrpuncte geht, so wird man einen Coefficienten von q> 
gleich 1 setzen, und aus den aufzustellenden Bedingungen alle 
übrigen durch einen derselben rational ausdrücken können, wäh- 
rend dieser selbst (q) von einer höhern Gleichung R = ab- 
hängt. Der Grad dieser Gleichung ist nach dein Vorigen 
2P— 1 (2^ — 1). Wenn man eine Wurzel derselben kennt, so er- 
fordert die Bestimmung der zugehörigen ßeruhrungspuncte die 
Lösung einer Gleichung (p — l) len Grades. 

Die Frage nach den Berührungscurven (n — 2) ter Ordnung, 
welche durch die Doppel- und Rückkehrpuncte, so wie durch 
n — 2 feste Puncte gehen, und f— in p Puncten berühren, 
ist nach § 68 ein Problem der allgemeinen Theilung, und führt 
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auf eine Gleichung K =0 vom Grade 2 2 *. Die Auflösung der- 
selben geschieht nach § 70 mit Zurückfuhrung auf das specielle 
Theilungsproblcm, welches darin besteht, die übrigen Lösungen 
des obigen Berührungsproblems zu suchen, wenn eine derselben 
gegeben ist, und welches von einer Gleichung des Grades 2 2 *— 1 
abhängt. 

Aber in dem vorliegenden Falle treten andre Verhältnisse 
ein, als bei der Theilung nach einer ungeraden Primzahl p, in- 
dem nicht die specielle Theilungsgleichung die einfachste ist, auf 
welche die Lösung des allgemeinen Theilungsproblems zurück- 
kommt, sondern indem beide Probleme durch einen besondern 
Fall des allgemeinen Theilungsproblems einfacher erledigt werden. 
Dieses besondere Problem besteht darin, dass die n — 2 festen 
Puncte des allgemeinen Problems als die übrigen Schnittpuncte 
der in irgend einem Puncte fi an f=0 gelegten Tangente an- 
genommen werden. Wie oben gezeigt, sind in diesem Falle nur 
2p- 1 (2p + 1) wirkliche Berührungscurven vorhanden, während 
die übrigen in die Tangente selbst in Verbindung mit den ver- 
schiedenen Berührungscurven (n — 3) ler Ordnung übergehen, 
welche durch die oben betrachtete Gleichung R = gegeben 
werden. Bilden wir also die Gleichung K = des allgemeinen 
Theilungsproblems für diesen besondern Fall, und bemerken wir, 
dass die Unbekannte in derselben der Parameter eines Strahl- 
büschels war, welcher in einem der n — 2 festen Puncte gelegt 
wurde, und zwar der Parameter desjenigen Strahls, welcher 
Tangente einer der gesuchten Berührungscurven wurde. Von 
diesen fallen hier 2/ > ~ 1 (2^ — 1) mit der Tangente des Punctes 
fi zusammen, welche einen Bestandteil von ebensoviel zerfallen- 
den Berührungscurven bildete. Die Gleichung K = hat also 
für diesen besondern Fall eine bekannte 2'^- 1 (2^ — 1) fache 
Wurzel, und nach Absonderung derselben bleibt eine Gleichung 
iV = vom Grade 2' , - 1 (2P-f 1) zurück, welche aufzulösen ist, 
und welche die eigentlichen Berührungscurven (n — 2) ter Ordnung 
liefert. Die Wurzeln dieser Gleichung vom Grade 
2P~ 1 (2^ + 1) sind durch die Wurzeln der Gleichung 
R = vom Grade 2?- 1 (2p — 1) rational ausdrückbar. 

Dies beruht auf Folgendem. Bezeichnen wir der Kürze 
wegen Systeme von Periodicitätsmoduln von der Form 
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2s A 7t}/-l + a hl c Y + a h2 a 2 ... . + %V (Ä = 1, 2 . . . p) 

in welchen die s, a die Werthe oder 1 haben sollen, durch 
G A oder ü h , je nachdem £sa. gerade oder ungerade ist, so be- 
merkt man leicht, dass man auf mannigfache Weise 2p solche 
Systeme U h aufstellen kann, bei denen die aus den 4p* Zahlen 
s, a gebildete Determinante gleich +1 ist; z. B. indem man als die 
verschiedenen Zahlensysteme der s, a die Horizontalreihen des 
Schemas benutzt: 
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In dreien der vier Quadrate, in welche dies Schema zerfällt, 
sind nur die Diagonalelemente von verschieden, im letzten auch 
noch die rechts neben diesen stehenden. Betrachtet man das 
Schema als Determinante und zieht immer die t' l ° Reihe von der 
(p + «) len ab, so bleibt eine Determinante übrig, welche offenbar 
gleich + 1 ist. 

Hieraus folgt, dass man durch solche 2p Systeme von ü h 
die ursprunglichen Systeme von Periodicitätsmoduln 

2%}/—i ... a it a n . 

2rcj/^l ... a n a %% . 



ip 



"*P 







2tt/— 1 



linear und ganzzahlig ausdrücken kann; und man kann also auch 
die Systeme der G h , so wie die übrigen Systeme der U h durch 
jene 2p Systeme der U h linear und ganzzahlig darstellen. 
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Sei daher irgend ein System der G h mit jenen 2p Systemen 
der Ü A verbunden durch die Gleichungen 

G h = » w Ujv + »w U h ™ . . . »<*> ü^> ; (Ä = 1, 2 . . . p) 

wo die x ganze Zahlen sind. Dividiren wir diese Gleichung 
durch 2, und ersetzen die halben Perioden immer durch die 
Integralsummen, denen sie in dem Problem der speciellen Thei- 
lung gleich werden. An Stelle von \G h tritt dann die Summe 

.=*> /> 

in welcher die et , ß Berührungspuncte zweier Curven (n — 2) ler 
Ordnung sind, deren eine (die der ß) von dem gewählten Systeme 
der G k abhängt; die \ U h aber sind zu ersetzen durch Summen 
der Form 

in welche die y Berührungspuncte einer Curve {n — 3) 1 ** Ord- 
nung sind. Entsprechen nun den et, ß die Wurzeln v, v von 
N=o, den verschiedenen Systemen der y die Wurzein q {1) , 
qW . . . qW von R = 0, so ist nach der mehrfach gemachten 
Anwendung des AbeFschen Theorems v eine rationale Function 
von v, qW, q {2) . . . q (2 pK Aber endlich ist für jedes nicht unter 
den obigen 2p Systemen enthaltene System der U*: 

Ü A = v^up + Wüjto . . . + «<*> U h VP\ (h=l,2...p) 

wo die v ganze Zahlen sind. Man kann leicht zeigen, dass die 
Summe der Zahlen v immer gleich der Summe der Zahlen s ist, 
welche in dem ursprunglichen Ausdruck des Systems der ü k 
auftreten. Man kann daher immer ein solches System ü h auf- 
stellen, für welches die Summe der v gleich 2 ist. In Bezug auf 
die im obigen Schema gegebenen UW, U® . . . U&& ist diese 
Bedingung z. B. durch das System der ü h erfüllt, welches durch 
die Zahlen 

110. ..0 100. ..00 

characterisirt ist, und für welches 

ü h = 2(7 A W + U&) — U£r+ l \ 

Dividirt man diese Gleichung durch 2 und trägt für die 
halben Periodicitätsmoduln wieder die Integralsummen ein, in 
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deren obern Grenzen Systeme der y mit (i, in deren untern 
Grenzen nur die Puncte cc auftreten, so kann man in der ent- 
stehenden Gleichung die Grenzen offenbar so zusammenziehen, 
dass die untern Grenzen cc nur noch in einer Integralsumme er- 
scheinen, welche überdies mit 1 multiplicirt ist. Das Abel'sche 
Theorem, auf die so gebildete Gleichung angewandt, lehrt dann, 
dass die Wurzel v von iV=0, welche der Curve der cc ent- 
spricht, rational ausdruckbar ist durch die Wurzeln p, qM, q&\ 
p(/H*i), welche den benutzten Berührungscurven (n — 3) ter Ord- 
nung zugehören. 

Auf diese Weise ist v, und damit auch jede andre Wurzel 
v von 2V = rational durch Wurzeln von R = ausgedruckt, 
was zu beweisen war. Uebrigens erleiden diese Betrachtungen 
natürlich eine Ausnahme für p = und p = 1. 

Wie nun endlich die specielle Theilung für m = 2 auf die 
soeben behandelten Aufgaben zurückgeführt wird, liegt auf der 
Hand. Wenn man die der Gleichung 
• Ji) p 

.V<0*'* == T (* = 1.2...p) 

entsprechende Lösung des speciellen Theilungsproblems sucht. 

so ersetzt man — durch die Integralsumme des entsprechenden 

Falles jener Aufgabe, und findet dann die symmetrischen Fun- 
ctionen der x y also auch eine Wurzel der speciellen Theilungs- 
gleichung, durch die Wurzeln von R = und N = rational 
ausgedrückt. Es verdient bemerkt zu werden, dass hienach die 
Lösungen des speciellen Theilungsproblems sich ebenfalls in zwei 
Classen sondern, je nachdem P h der Classe der V h oder der 
Classe der G h angehört, deren erstere 2p- 1 (2p — 1), deren letz- 
tere 2*- 1 (2*' + 1) — 1 Periodensysteme wnfasst. Die Unter- 
scheidung der beiden Classen von Lösungen auf geometrischem 
Wege erfolgt sofort durch die geometrische Deutung für den Fall 
des AbeFschen Theorems, welcher zur algebraischen Lösung be- 
nutzt wurde. 
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§ 77. Zurückführung des erweiterten Umkehrproblems 
auf eine von nur p + 1 Punoten abhängige Function IM 

Wir haben im sechsten Abschnitt eine Lösung des erwei- 
terten Umkehrproblcms ausführlich dargestellt, durch welche 
dasselbe auf das Jacobi'sche zurückgeführt wurde. Aber wenn 
es sich darum handelt, jenes Problem auf ®functionen zurück- 
zuführen, so ist es zweckmassiger, den andern Weg einzuschlagen, 
welcher in § 44 kurz angedeutet ist. Dieser Weg behandelt das 
erweiterte Umkehrproblem vollkommen nach der Analogie des 
Jacobi'schen, indem er dasselbe auf die Transcendente 

zurückführt. Da diese ganz ebenso wie oben die Transcendente 
7V behandelt werden kann, so wird es genügen, die Analogieen 
hervorzuheben, und die eintretenden Besonderheiten kurz dar- 
zustellen. 

Zunächst aber wollen wir, um die in diesen Erweiterungen 
auftretenden Sätze einfacher aussprechen zu können, das erwei- 
terte Umkehrproblem auf eine speciellere Fassung zurückführen, 
welche demselben ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit immer 
gegeben werden kann. Durch eine eindeutige Transformation 
nämlich können wir immer die gegebene Curve f=0 in eine 
andre verwandeln, bei welcher gegebene Punctepaare von /" = 
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sich in Doppelpuncte vereinigen. Dabei werden noch andre 
Doppelpuncte auftreten, welche diesen nothwendig conjugirt sind, 
auf die es hier aber zunächst nicht ankommt. Wir denken uns 
diese eindeutige Transformation so eingerichtet, dass die in dem 
erweiterten Umkehrproblem des sechsten Abschnitts auftretenden 
Punctepaare | (1) , i? (1) ; | (2 ), rf>*); . . . £M; r\ü) sich in Doppelpuncte 
vereinigen. Mit andern Worten, wir wollen annehmen, dass die 
in dem erweiterten Umkehrproblem gegebenen Integrale dritter 
Gattung nur in Doppelp mieten der gegebenen Curve unstetig 
werden; einige dieser Puncte können auch in Ruckkehrpuncte über- 
gehen, was später berücksichtigt werden soll. Nehmen wir also 
zunächst an, die q Grundintegrale dritter Gattung seien in q Dop- 
pelpuncten von /*=0 unstetig; während ausserdem 6 Doppel- 
puncte und r Ruckkehrpuncte vorhanden sein mögen, so dass 
also 

n — 1 . n — 2 * 

p =■ g q — ö — r. 

Da die Grundintegralc dritter Gattung jetzt äusserlich die Form 
von Integralen erster Gattung haben, so wollen wir sie durch 

bezeichnen, und erbalten also das Umkehrproblem in der Form: 

»*=» S t ./><* (A = 1.2...p + y) 

Wendet man nun nach der Analogie des § 42 das Abcl'sche 
Theorem auf einen Curvenbüschel q> — Xy = an, welches 
durch die ö + r Ausnahmspuncte geht, so findet man die Lösung 
des erweiterten Umkehrproblems, wie a. a. 0. die des Jacobi- 
schen, unter der Form: 



U m _* 



x w ...x™\ 



rt w.«' 



wobei die Summe sich über alle Punctepaare §, v\ erstreckt, und 
wo die £ die Schnittpuncte von /*=0 mit g> — Ity = 0, die r) 
aber die Schnittpuncte von f = mit ty = bedeuten. 

Rei der Anwendung des Abel'schen Theorems hat man hier 
immer Curven zu benutzen, welche durch die S + r übrigen 
Ausnahmspuncte, nicht aber durch diejenigen gehen, welche die 
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Unstetigkeitspuncte der im Umkehrproblem gegebenen Integrale 
dritter Gattung sind. In dem Schnittpunctsystem einer solchen 
Curve sind, wenn ihre Ordnung die (n — 3) te übersteigt, immer 
p + q Puncte durch die übrigen bestimmt (§ 9), dagegen nur 
p + q — 1 , wenn die Curve von der (n — 3) ten Ordnung ist. 
Legt man insbesondere eine Curve (n — 2) ter Ordnung durch die 
ö + r Ausnahmspuncte, und durch die n — 2 Puncte, in welchen 
die Curve f=0 von einer Geraden £fy noch geschnitten wird, 
und durch p + q gegebene Puncte x, so schneidet sie f = 
noch in p + q andern Puncten y. Eine Transcendente TW, welche 
die x zu obern und die zugehörigen y zu untern Grenzen hat, 
wollen wir als specielle Transcendente TW(x^K x& . . . a^+t)) 
bezeichnen. Man kann dann, genau wie in § 45, die allgemeine 
Transcendente TW durch zwei specielle ausdrücken mit Hülfe der 
Formel : 

((1) (2) \ 
V V") = i [ V« *"• • •) -'^ (1) . c<*> . . .)]. 
c , c .. •/ 

Man kann nun auch die Theorie der adjungirten Transcendenten 
auf diesen Fall ausdehnen. Legt man durch die 6 + r Aus- 
nahmspuncte und durch p + q — 1 der x eine Curve (n — 3) ter 
Ordnung, so schneidet sie noch in p + q — 1 Puncten, welche 
je nach dem ausgelassenen Puncte x wie folgt bezeichnet wer- 
den sollen: 

*W) x", a" . . . 

*(*>) *« x**... 

x&) x", x™ . . . 

Bildet man dann die adjungirten Transcendenten 

t™ = *>),«. *".*".••) 

und bezeichnet ausserdem durch 

T° = T%(af», *», «« . . .) 
die ursprüngliche Transcendente, so ist wieder 

ein vollständiges Differential. Indem man constante Hülfspuncte 
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a, und sodann constante untere Grenzen ?, y einfuhrt, erhält 
man genau wie im siebenten Abschnitt einen Ausdruck für die 
Function ü^) selbst, nämlich: 

r — — i s * — ^ y 

- * 2sf (k) anji) a w - ± zs f dn r m m w +^(«w, «m. . . «W) 

^ ^ x y 
<p(*< V*>. ■ *<**>) y ( y (D, «ff) . . g QHf )) y (g W y (*). . g Wf)) . , y(g (i), «ff) . . /Hf )) 

° g <P(y (1) ,y (2) ..y ( ^ ) ) »(* (1, ,« w ..« ül+ * ) ) 9(« (1 ^^ 2) ..« (m) )..9(« ll) ,« (2) ..^■ K, ) , 
Die Function 9 giebt dabei, gleich Null gesetzt, die Bedingung 
dafür an, dass die als Argumente ihr beigesetzten Puncte mit 
den d + r Ausnahmspunclen auf einer Curve (n — 3) ter Ordnung 
liegen. 

Man beweist nun, wie in § 51, die folgenden beiden 
Sätze: 

I. Wenn man die Function £fa) für aP\ aPK..a*P+*\ 
§ und für yM, y (2) . . . yW-t) f r\ bildet, wo die x y y auf 
einer Curve (n — 2) ler Ordnung liegen, welche durch 
die ö + r abgesonderten Au snahmspuncte, sowie durch 
die n — 2 übrigen Schnittpuncte von f=0 mit der 
Geraden & hindurchgeht, so ergiebt sich bei passen- 
der Wahl der Integrationswege beide Male derselbe 
oder der entgegengesetzte Werth. 

II. Lassen wir einen Strahl sich um einen Punct 
der Curve f=0 drehen, und legen in jeder Lage des- 
selben eine Curve (n — 2) ter Ordnung durch n — 2 sei- 
ner andern Schnittpuncte, durch die d -f r Ausnahms- 
puncte von f= und durch p + q feste Puncte von 
/•«O, so schneidet dieselbe noch in p+q Puncten x, 
und die Function lJl*\ für diese p + q Puncte gebildet, 
und mit einem Parameter, welcher dem letzten Schnitt- 
punct des Strahls entspricht, hat immer denselben 
Werth. 

Der zweite Satz versieht wieder die Stelle einer partiellen 

Clebsch u. Gordan, Theor. d. AbePschen Funct. 18 
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Differentialgleichung, welcher die Function UM genügt; er sagt 
aus, dass diese Function nur von den p + q Summen 

£ JlA) d «k-f d « k > (k=l,2...p + q) 

h=l <r ft 

oder von den p+g Argumenten 

V k—J du k 

abhänge, wo (i ein beliebiger constanter Punct sein 
kann. 



§ 78. XJnstetigkeiten von £7(?). Die synektische Function 

Bis hieher ist die Analogie mit den Untersuchungen des 
siebenten Abschnitts so vollständig, dass man die Resultate dem- 
selben ohne Weiteres entnehmen kann. Aber dies ändert sich 
in etwas, wenn wir zur Untersuchung der Unstetigkeiten von ü® 
übergehen. Diese Function wird erstlich, wie die Function V 
des siebenten Abschnitts, unendlich gross, 

1) wenn £ mit einem der Puncte x zusammenfällt; 

2) wenn die Puncte x auf einer Curve (n — 3) ter Ordnung 
liegen, welche durch die 6 + r übrigen Ausnahmspuncte geht, 

und nähert sich in beiden Fällen dem negativen Logarithmus 
einer einfach verschwindenden algebraischen Function. Aber die 
Function &$ wird noch in einem dritten Falle unendlich gross, 
nämlich, wenn einer der Puncte £, x .sich einem der q Doppel- 
puncte nähert, welche in dem erweiterten Umkehrproblem aus- 
gezeichnet sind. Um zu ermitteln, welchem Werthe in diesem 
Fall die Function UM sich nähert, nehmen wir etwa an, dass x^ 
einem jener Doppelpuncte unendlich nahe rückt. Dann wird in 
UM der Term 

i T( *Uvi)(« (1) > «"» «■' ...«>+* 2 ) 
unendlich gross. Denn die Curve (n — 2) ter Ordnung, durch 
welche man die untern Grenzpuncte construirt, geht durch die 
n — 2 Puncte, in welchen f= von der Geraden arWyW noch 
geschnitten wird. Liegt nun xW in der Nähe eines Doppelpuncts 
auf dem einen Zweige von f=ö, so schneidet diese Gerade in 
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der Nähe desselben noch einmal, und zwar den andern Zweig 
von f=0; daher muss die Curve (n — 2) ter Ordnung durch 
einen dem Doppelpuncte unendlich nahen Punct der Geraden 
#(i)y(i) gehen, und schneidet daher in der Nähe 'des Doppelpuncts 
noch ein zweites Mal, und zwar wieder auf dem ersten Zweige 
von f=0. Es muss also ein weiterer Schnittpunct, d. h. ein 
unterer Grenzpunct, dem Doppelpunct unendlich nahe rücken. 
Sei dieser Punct ßM; dann wird der unstetige Theil der obigen 
Transcendente das Glied 

ß 
in welche das Argument ßM und der Parameter xW einander 
unendlich nahe rücken, und zwar auf demselben der beiden 
Zweige von f=0, welche sich in dem fraglichen Doppelpuncte 
durchschneiden. 

Wie dieses Integral sich in der Grenze verhält, sehen wir 
aus der Formel (5) des § 58, welche ein einzelnes Integral dritter 
Gattung durch öfunctionen ausdrücken lehrt. Nach derselben 
verhält sich obiges Integral bei der Annäherung von ßW an x^\ 
wie der Logarithmus einer Function, welche durch Zusammen- 
fallen des Parameters x^ mit dem Argument ßM verschwindet, 
also wie log (ßM — x^). Es nähert sich also T^) dem Werthe 
± log (pcu - *<«). 

Inzwischen wird durch Annäherung von xM an einen der q 
ausgezeichneten Doppelpuncte die betreffende Grösse v .. . eben- 
falls unendlich gross wegen des Integrals 

fiD du P+i> 

in welchem das Argument xM sich einem der Parameter nähert; 
und zwar demjenigen der beiden im Doppelpuncte vereinigt ge- 
dachten Puncle, auf dessen Zweig # (1) sich bewegt. Bezeichnen 
wir daher durch S diesen Doppelpunct, so verhält sich das obige 
Integral, mithin auch v. in der Grenze wie + log (ö — x^); 
und zwar ist das obere oder das untere Zeichen zu wählen, je- 
nachdem a?W sich auf dem einen oder auf dem andern Zweige 
bewegt, je nachdem also xW dem einen oder dem andern Para- 
meter sich nähert. 

Bei der erwähnten Bewegung der Puncte ß und des Punctes 

18* 
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x^ l) behalten nach dem Abel* sc heu Theorem die oben als Argu- 
mente einer Function Z7<*) erwähnten p + q Ausdrücke 

Z f*) du k—f du k (k=l,2. ..p + q) 

constante endliche Werthe. Aber wenn a^ 1 ) und mit ihm eines 
der ß gegen den Doppelpunct d ruckt, so werden in dem Aus- 
druck 

die beiden Integrale 

unendlich gross, und nähern sich den Ausdrücken 
+ [log 0W— 6) - log (*<»> — <J)]. 
Daher bleibt die Grösse 

endlich, oder die Summe 

r!$V>( a,1) ' ftt ' ■ • •) ± v ,n 

behält einen endlichen Werth. Man kann daher sagen, die 
Function Z7<?> nähere sich dem unendlich grossen Werthe 
+ ty P A.i> wenn einer der Puncte x sich dem t ten der q 
ausgezeichneten Doppelpuncte nähert. 

Bemerken wir hienach, dass die Function U^ nur unendlich 
werden kann, wenn eine der Grössen v selbst einen unendlich 
grossen Werth annimmt, oder in den oben in (1), (2) angeführten 
Fällen, in denen sie sich dem negativen Logarithmus einer ein- 
fach verschwindenden Grösse nähert, so schliesst man, wie in 
§ 53, dass die Function 

V® = e- Ulq) 
eine synektische Function der p + q Argumente 

h=PUJ h) J 

, £ , U) d « k -f*Uk (* = 1» 2 . . . p + q) 

ist. Und diese Function verschwindet nur, und immer 
dann, wenn entweder § mit einem der x zusammen- 
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fällt, oder wenn die Puncte x auf einer Curve (n — 3) ter 
Ordnung liegen, welche durch die tf + r abgesonderten 
Ausnahmspuncte hindurchgeht. 

Der oben unter I. aufgeführte Satz giebt nun noch die Eigen- 
schaft der Function VW an (vgl. § 53), dass sie, als Fun- 
ction der p + g Argumente 



t = l c x u 



«=i V" - > 

betrachtet, bei geeigneter Wahl der Constanten K bis 
auf das Vorzeichen ungeändert bleibt, wenn man alle 
w gleichzeitig das Zeichen wechseln lässt. Und zwar 
muss man die K so annehmen, dass, wenn die y solche p + q 
Puncte bezeichnen, welche mit den x und mit den n — 2 übri- 
gen Schnittpuncten einer Geraden £17, sowie mit den ö + r Aus- 
nahmspuncten auf einer Curve (n — 2) ler Ordnung liegen : 

i=p+q J' ] *=P + q J l) J *l 

H)...2K h + £ '/>,+ 2 f w du h -fd» h -fd» h = 0, 

« = 1 C X 1 = 1 C V fl fl 

wodurch sich na 
Werthe ergeben. 



wodurch sich nach dem Abel'schen Theorem für die K h constante 



§ 79. Reihenentwicklung der Function V^) aus ihren 
Feriodicitätseigenschaften. 

Wir bestimmen nun den Ausdruck der synektischen Function 
VW vollständig durch ihre Periodicitätsmoduln. Bilden wir zu- 
nächst die Transcendenten 

i r f , [x , x . . . x ) - lo D v[q)[x u jt) m m „(r+i). & > 

T (f> fx {1 \ x i2) . . . x™\ Iftff ^(^>.^.-.:ii)^frW»W,.;t ) 
* n U (1) , * (2) . . . Z {PH) )~ g F<V 1, ,* W .-.;ö KW(z«zW ..;,)" 
Aus der letzten Formel erhalten wir genau wie in § 54 die 
Veränderung, welche VW erfährt, wenn die w, von denen 
V^(x^K xl 2 K . .; |) abhängt, um Periodicitätsmoduln wachsen. 
Die allgemeinste Veränderung der Grössen w i9 n> 2 . . . w besteht 
darin, dass w i in 

» r= *>i + ^mJtjZ—1 + a u q L + a 2i q 2 ... + a p .q p (t = 1, 2 . . . p) 
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übergeht. Dann ändern sich die übrigen w um die Periodicitäts- 
moduln, welche den in ihnen auftretenden Integralen dritter 
Gattung zukommen, und man kann ausserdem noch von einander 
unabhängige Periodicitätsmoduln hinzufügen, welche ganze Viel- 
fache von 2n)/^l sind. Bezeichnen wir durch u ki die Grösse, 
um welche das Integral u . zunimmt, wenn die w v tv t ...w p um die 
Periodicitätsmoduln a lk , a u . . . . a k wachsen, so werden die all- 
gemeinsten Werlhe, welche die Grössen w^» tv p+2 . . . zugleich 
mit dem Uebergange von tv t , tv t . . . w in wf, n> 2 ' . . . w p an- 
nehmen können, folgende: 

pJ P\i = w P\i + Sa.V-l + u^ + u 2 .g 2 . . . + u pi q p . 
(i = l,2... j). 
Bezüglich der u ki bemerken wir, dass wir für jedes Integral w +l 
in der imaginären Ebene die im Doppelpunct vereinigten Para- 
meterpuncte verbunden denken müssen durch eine Curve, welche 
von dem den Doppelpunct repräsentirenden Puncte ausgeht und 
zu ihm zurückkehrt, so aber, dass der Anfang dieser Curve dem 
einen durch jenen Doppelpunct entsprechenden Zweige von /*= 
entspricht, das Ende dem andern. Das Integral u M ist dann 
nach § 34, (6) das Integral u k über diese Curve geführt, wobei 
von vornherein immer festgesetzt sein muss, welchen Zweig von 
f = man dem ersten, und welchen man dem zweiten Parameter 
entsprechen lässt, mit welchem also dieser Integrationsweg be- 
ginnt und mit welchem er endigt. 

Während also die p + q Grössen w sich in die p + q Grössen 
w verwandeln, geht Fte) über in 

(2) . . . P'M = e w i q * + w * q * • • • + w v q p + C . VW, 
wobei C eine Constante ist. Und genau wie a. a. 0. findet man 
für C den Ausdruck 

C = ±2Zq h q k a /ik + L7tj/=i f 
wo L eine ganze Zahl ist. 

Bilden wir L für das hier benutzte Zahlensystem der m, «, 
q, und bezeichnen durch L' t L" die Zahlen, in welche L über- 
geht, wenn die m, n, q beziehungsweise durch andre Zahlen m, 
ri, q, oder durch die Summen m + m\ n + n, q + q ersetzt 
werden, so hat man wie a. a. 0. 
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L + L' = t\ 
und schliesst daraus 

L = x^ + x f m 2 ... + K p m p + X.q, + l# t + . . . + X p q p 
+ v^i + v 2 n 2 . . . + v q n qf 
wo die x, A, v bestimmte ganze Zahlen bedeuten, welche nur 
von der ursprunglichen Definition derTanscendente ^T. to\scP\aP\..) 
abhängen, und denen es genügt die Werthe oder 1 beizu- 
legen. 

Führen wir nun statt der w die Argumente 

"a = w h — V*/-" 1 — i(Vn + *2 a 2h • • ■ + Vf*) 
(A== 1, 2 ... p) 

%+* = ^Ä — VtfT 1 * — iK"lA + *2 W 2A ' ' • + \ U P h) 

(h=l,2...q) 

ein, welche sich von jenen um halbe Periodicitätsmoduln unter- 
scheiden, so kann man der Gleichung (2) oder der aus ihr ent- 
standenen Gleichung 

(3) . . . PW= 

nunmehr die Form geben: 

— !(*,< + * t e» t ' . . . + Vl (o p+1 + v 2 w p + 2 . . .) y {q) _ 

— e - i(*i»i + *i»t • • • + v i«V + i + v *%\* • • •) . p<«) 

wobei die to aus den co durch dieselben Zusätze von Periodici- 
tätsmoduln hervorgegangen gedacht werden, durch welche die w 
aus den rv entstanden. Die Function 

— % (% x m x + x 2 w 2 ... + ty»^ + *,»„+! . . .) y (q) 
ändert sich also nicht, wenn die w unabhängig von 
einander um Vielfache von 2%y^l wachsen, und sie 
ändert sich um den Factor 

6 *i«i + 3W • • • + VV + l £2 Mk a hk - \ ££ 9h v h u hk* 
wenn die g> beziehungsweise um die Systeme 
» ) a ifil + a 2 .q 2 .. . + a px q p 

zunehmen. 
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Wegen der ersten Eigenschaft kann man die obige Function 
in eine stets convergente Reihe von der Form 

2* .... f « r A+«" + r A+ , '^ i rti-+ , f i rtf 

r,s r i r t'- r p S i S 2~ S q 

entwickeln, wobei die Zahlen r, s unabhängig von einander die 
sämmtlichen ganzzahligen Werthe von — oo bis + ao erhalten 
sollen. Die letzte Eigenschaft giebt dann die identische Relation: 

HA e^W + ^'i^V + ZS( lk r i a ki + Z£ Vk s i u ki 

2 Ä e • • ^ i p+«. 

r,* r i r i ..S i S i ... 

Selzt man links r, + q t , r % + q t ... an Stelle von r, , r 2 ... 
und vergleicht dann,, so erhält man die Relation zwischen den 
Coefficienten: 

oder, wenn man alle r verschwinden lässt und A„ . für 

s t s 2 . . 

^ e _ schreibt, 

00 • • *1 *2 * ' 
fi r ]fi r 2- ,5 l 5 2-' s l*2" 

Die zu bestimmende Reihe verwandelt sich somit in: 
*l r J s x s 2 .. 

=*.^... f - a '^ Ä [-*-('.+?)^-(«k+?) •-•••} 

wo bei der ©function nur ein Argument statt aller gesetzt ist 
Für die Function FW also hat man den Ausdruck: 

V=e±( S *A°>h+ Sv A' P +J. 

•f^^.../ Zw '.«[-*-('«+5f)--i--^+?K-} 

Dieser Ausdruck vereinfacht sich sehr wesentlich, wenn man 
sich daran erinnert (vgl. § 78), dass bei einem unendlich grossen 

Werthe von » . ., also auch von wl.,-, die Function sich verhält 

i i ... 
wie e — '+*. Daraus folgt, dass sämmtliche Zahlen v gleich 1 
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gesetzt werden müssen, und dass dann in der Summe nur die- 
jenigen Glieder beibehalten werden dürfen, in denen die $ die 

Werthe oder — 1 annehmen, damit in der Entwicklung von V^ 

i i 
keine höhere Potenz von e — ? p+* als die erste vorkommt. 

Bezeichnet man dann 2s. + v. wieder durch s., so wird der Aus- 
druck von V^): 

(l) ... ^=ei Ä *»A. 

•.^ =± /,,..,- i ^ s (».-'-^^> 

wo die Summe jetzt noch aus 2? Termen besteht, deren Coeffi- 

cienten A e _ zu bestimmen bleiben. 
*i *2 • • • 



§ 80. Bestimmung der Coeffieienten A der Function V {q \ 

Ehe wir zu der Bestimmung der Coeffieienten A übergehen, 
wollen wir die Argumente der in V auftretenden Functionen 
genauer betrachten. Die Grössen w können wir in der Form 

«=l /* v ft 

darstellen, wenn die untern Grenzpunkte ß gehörig bestimmt 
werden. Man beweist leicht, dass die ß die Berührungspuncte 
einer Curve (»— 2) lcr Ordnung sind, welche durch die d + r ab- 
gesonderten Doppel- und Rückkehrpuncte und durch die n — 2 
übrigen Schnittpuncte der in dem Puncte p an f= gezogeneu 
Tangente geht, und welche in p + q Puncten berührt. In der 
That gehen in der Gleichung (1) die y in die ß über, wenn man 
die ß an die Stelle der x setzt und §, v\ mit fi zusammenfallen 
lässt. Man hat dann aus (1) 



K H + * f«) d «A 
it=l c 



gleich einem halben Periodicitätsmodul, und zwar ändert dieser 
sich je nach dem gewählten Systeme der ß. Daher unterscheidet 

w h z = v k + K h—! du h 
sich von dem Ausdruck 
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H" du >-{ du * 



nur durch die Hälfte eines Systems von Periodicitätsmoduln, und 
dasselbe gilt von den to h , wie auch das System der ß gewählt 
sei; man kann dieses daher endlich so wählen, dass obiger Aus- 
druck mit to h genau übereinstimmt. 

Denken wir uns jetzt eine Curve (n — 2) ler Ordnung so be- 
wegt, dass sie stets durch die (n — 2) übrigen Schnittpuncte der 
Tangente in fi , so wie durch die d + r abgesonderten Ausnahms- 
puncte geht. Die Ausgangscurve sei dieselbe, welche in den 
Puncten jS (1) , ßW . . . ßip+i) berührt; die Endcurve sei die im 
8 len Abschnitt benutzte Curve, welche durch sämmtliche Doppel- 
und Rückkehrpuncte geht und in den p Puncten a berührt, welche 
als untere Grenzpuncte in dem Jacobi'schen Umkehrproblem er- 
schienen. Bildet man für den Uebergang der einen Curve in die 
andere die transcendenten Gleichungen des Abdachen Theorems, 
so werden die q Gleichungen illusorisch, welche den q ausge- 
zeichneten Doppelpuncten entsprechen, für die Integrale erster 
Gattung aber erhält man Gleichungen der Form: 

(1)...2 Zj^du^^ (^)*4+^*J =0. 
(Ä = l, 2...p), 

wenn £<+«), «(-') die beiden in einem der bevorzugten Doppel- 
punete vereinigten Puncte von f=0 bedeuten, welche je nach dem 
Zweige der Curve unterschieden werden, auf welchem man sich 
dem Doppelpunct nähert. In Folge dieser Gleichung kann man 
den Grössen co l , w 2 . . . od die Form geben : 

i=p J () i=q x iP+i) Jt** £ 

w a = * /(,) du A + ± 2 (/ (0 du h + / du h ) -J du h , 

(Ä = l, 2...p) 
oder auch 

»k = Z , /(■) du H + * /(»,, d H + 1 .^/f-«,) dU H -f d «*> 

wobei die Zahlen s { , s t . . . s wie oben die Bedeutung + 1 
haben. 
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Nun können wir die Integrale u hi , welche oben nur bis auf 
Periodicitätsmoduln bestimmt waren, offenbar so wählen, dass sie 
mit denjenigen Integralen übereinstimmen , welche in der letzten 
Form auftreten, bei demselben Doppelpunct beginnend und endi- 
gend, und welche durch den oben ausgeführten Curvenübergang 
genau bestimmt sind. Dann wird also, wenn eW dem ersten, et-*) 
dem zweiten Parameter des Integrals u ,. . entsprechend gedacht 
wird, 

und man kann die obige Gleichung für m h in die Form bringen : 

i=p x {i) i=g J"W £ 

»a— i (*i«ai + S * U A2 +•••)= -S J (i) du A + £ f {i) dn h — f du h . 



Man hat hier die Argumente der verschiedenen in VW auf- 
tretenden ©functionen vor sich. Sie haben die Form der co h 
selbst; nur sind die untern Grenzen hier durch die im ursprüng- 
lichen Umkehrproblem auftretenden Puncte a ersetzt, und durch 
die bevorzugten Doppelpuncte selbst, bei welchen man immer die 
passende Fortschreilungsrichtung zu wählen hat. 

Die Function VW verschwindet nach § 78, wenn einer der 
Punkte x mit £ zusammenfällt. Lässt man x ( p+*) mit £ zusammen- 
fallen, und afrW, x<p+V .. a^-H-D, a^-r'+D .. af***) mit ^-'P, 
£(••«,).. e(P-i] *#-i), «([«'+*] **+i) .. sti s q>, so dass also diese letzten 
x sich auf vorausbestimmten Zweigen q — 1 der bevorzugten 
Doppelpuncte nähern, so verschwindet VM t während zugleich die 
Grössen ß>p+i, «Vr*-- »jv-ti-i* »p+f-i, •• &p+q unendlich grosse 
Werthe erhalten, und zwar wird, da £<*> den ersten, £<-*> den 

zweiten Parameter darstellt, e Sfc0 ° k unendlich gross, sobald einer 
der Puncte x sich dem Puncte e&'k) nähert. Beschränkt man 
also die Function V® auf diejenigen Glieder, gegen welche alle 
übrigen unendlich klein werden, so erhält man die Gleichung: 
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welche für alle beliebigen Puncle x {l \ x^ 2) ...x^ bestehen muss, 
sobald man zugleich der Grösse w , . ihren Werth giebt: 

k=p J k) k=i-l B {kSk) fi k=q « (Ä5 ^ 

Nun können wir insbesondere den Puncten x solche Lagen 
y geben, dass 

k= {k) 
(3) • • • *2Jw*"a +/,o^A+/<-o *«* = <> (*=L 2 ••!»)• 

In diesem Falle werden die beiden ^Functionen in der 
Gleichung (2) einander gleich, und man erhält: 

wo nun 

k— (Ar) A=*-l ( *' ä) t= " J k$k) 

{5) - M ^ = lf du >» + %fa«**+fa*'**+ Ji/f»*' 

Die Gleichung (3) definirt die y als die Berührungspuncte 
einer durch alle Doppel- und Rückkehrpuncte gehenden Curve 
(n — 2) ter Ordnung. Denken wir uns die Tangente in p und einen 
beliebigen Strahl durch den Doppelpunct « (,) , € (_,) gezogen. Wir 
können dann die Integralsumme 

u u 

An du h + /(-o du H 

durch die negative Summe der n — 2 Integrale ersetzen, deren 
obere Grenzen die Schnittpuncte der Tangente und deren untere 
die Schnittpuncte des Strahls sind. Trägt man diese Integrale 
in die Gleichung (3) ein, so sagt sie nach dem Abdachen Theorem 
aus, dass, wie die et Berührungspuncte einer durch alle Doppel- 
und Rückkehrpuncte und die n — 2 Schnittpuncte der Tangente 
gelegten Curve (n — 2) ler Ordnung sind, ebenso die y die Be- 
rührungspuncte einer solchen Curve werden, welche durch alle 
Doppel- und Rückkehrpuncte und die n — 2 Schnittpuncte des 
Strahls gehen; aber letztere wird von dem Strahl demnach in 
n + 2 Puncten geschnitten, und muss also diesen Strahl ganz 
enthalten. Demnach sind die y die Berührungspuncte 
einer Curve (n — 3) ler Ordnung, welche durch alle 
Doppel- und Rückkehrpuncte, einen ausgenommen, 
hindurchgeht, und f=0 in p Punkten berührt. 
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Da diese Puncte y dem Doppelpuncte e^ t £<-«') zugeordnet 
sind, so wollen wir sie durch 

bezeichnen, und ferner setzen: 

*=* J k) J~ k) 

fe * = ** =/(-,-, *w =/(-*) <*«„+,- • 

Die verschiedenen aus (4) abzuleitenden Gleichungen geben 
dann offenbar 

a $s ,=(_!) ? ~*~r~" . . - lf.«ri^^* . c. 

*i b % • • • b q 

und man erhält demnach 

r<«> = * i £ V* . c. «w (» n o> 2 ... «^), 

wenn man unter 0M die Function versteht: 

(6) . . . ©<*>(«,) = * (-1) ZflZfpZf« . 

. e if. >„+-«,) -i-^vA* e(, it -* ,, *'+'"'"-). 

Die in den Exponentialgrössen auftretenden Argumente haben 
hier eine ganz ähnliche Form, wie die Argumente der öfunetion; 
denn es ist 

*<« k=p J k) k=i-l x {pW J*W 

Die Constante C bestimmt sich dadurch, dass tfM= — log PM 
verschwinden muss für £ = £, a#) = y^. Setzt man demnach 
a> t ° f a> 2 ° . . . a>° , für die Werthe, welche die w annehmen , wenn 
£ in £ und die x in die y fallen, so hat man 



= \2* h ) du h -r .„ ö y— w 
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Mit Hülfe der Transcendente 0M erfolgt die Lösung des 
erweiterten Umkehrproblems wie die des Jacobi'schen. Man hat, 
wenn man wieder immer nur ein Argument der Function @W 
schreibt: 

+ lo<T \ i t /. 

Sind <p = 0, 1// = die Gleichungen zweier Curven gleich 
hoher Ordnung, und bedeuten die £ die Schnittpuncte von f=Q mit 
9> — Ai/; = 0, die i/ aber die Schnittpuncte von /*=0 mit tf/:=0, 
so findet man die symmetrischen Functionen der Werthe, welche 

* für die Puncte # (1 >, xW . . . #<H-?) annimmt, mit Hülfe der 

Formel : 

x 7 p vi* 

wobei die v die Integralsummen bedeuten: 
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§ 81. Die Function 6<?) ist bei passender Anordnung 

eine Function ihrer Argumente, welche mit q gerade oder 

ungerade ist. 

Wir wollen jetzt untersuchen, was aus der Function 0W(w) 
wird, wenn ihre Argumente sämmllich das Zeichen wechseln. 
Setzt man in der Formel für 0M die — co an Stelle der co, und 
zugleich — s t , — s t . . . an Stelle von s t , s 2 . . . (welches letz- 
teres durchaus nichts ändert), so hat man: 

Sj+Sj.. .s q 

«f >(—»)= £ (—1) 2 

Die entsprechenden Glieder von ®M(w) und 0M( — w) unter- 
scheiden sich also nur durch die Coefficienten 

(-1) 2 .-*?A(-l) 2 «**". 

deren Quotient den Werth hat: 

«- Ä A.(-l)f. 

Betrachten wir den im Exponenten von e stehenden Theil 
genauer. Derselbe wird mit Einsetzung der Werthe der a: 

. + 2 J^«^ + 4 J +1 ( j(H*> d V.- + £w*W j 

Ergänzen wir hier in dem eingeklammerten Theile Integrale mit 
zusammenfallenden obern und untern Grenzen, welche die Puncto 
darstellen , in denen f=0 von der Tangente in p noch ge- 
schnitten wird, so bilden die untern Grenzen das vollständige 
Scbnittpunctsystem der Curve (n — 2) lei Ordnung, durch welche 
die ß definirt wurden, die obern aber das Aggregat der Schnitt* 
puncte der Tangente in fi mit denen der Curve (n — 3) ler Ord- 
nung, welche die y definirt. Nach dem Abdachen Theorem ist 
also der eingeklammerte Ausdruck gleich einem Periodiciläts- 
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modul des Integrals u ,. vermehrt um den Logarithmus einer 
algebraischen Function. Der letztere verschwindet, weil die Coor- 
dinaten der Parameterpuncte von u , . coincidiren, und doch 
beide Curven nicht durch den betreffenden Doppelpunct gehen, 
also die linken Theile ihrer Gleichungen für «W und *(-•> gleiche 
und nicht verschwindende Werthe annehmen. Daher bleibt nur 
der Periodicitätsmodul zu bestimmen. Dieser besteht aus einem 
Vielfachen von 2nj/ — 1 , welcher dem Integrale dritter Gattung 
u , . als solchem zukommt, und aus einem weitern Theile, der 
entsprechende Glieder auch bei den Integralen erster Gattung 
erfordert, und daher mit diesen Gliedern verschwindet. Diesen 
zweiten Theil kann man daher bei den Integralen erster Gattung 
untersuchen, also bei den Integralen: 

(Ä = l, 2...p). 

Vergleicht man nun die Gleichungen § 80 (1) und (3), welche 
sich auf Integrale erster Gattung und auf dieselben Integrations- 
wege beziehen, so findet man sofort, dass diese Summe ver- 
schwindet. Daraus folgt also, dass auch die Periodicitätsmoduln 
der Integrale dritter Gattung nur aus einem Terrae 2qjz}/ — 1 
bestehen können, und dass also der zu untersuchende Quotient 
den Werth hat: 

(_1)*+3PA, 
oder da alle s. gleich + 1 sind: 

so dass endlich 

«<*)(_ n>) = (- 1)? + 2*4 . #€)(»). 

Was nun die Zahlen q betrifft, so liegt in diesen eine wirkliche 
Willkürlichkeit. Denken wir uns nämlich das System der ß in 
der Weise bestimmt, wie dies auf p. 281 angegeben wurde. Dann 
kann man andre Systeme ß', andere ßerührungscurven finden, 
welche sich zu den ursprünglichen so verhalten, dass 



§ 81. Das erweiterte Umkehrproblem. 289 

k=p+qff (k) 

*ü) du > = ° (* = i,2... P ) 

K — 1 p 

>* im <%+* = 'pV- 1 (k = i,2... q ), 

K— 1 p 

und welche sich nach dem Abel'schen Theorem als Berührungs- 
puncte solcher Curven erweisen, wie man sofort durch Multi- 
plication der vorstehenden Gleichungen mit 2 sieht. Führt man 
nun die ß' statt der ß ein, so ändern sich die m t , ©„...» , also 
die Argumente der in ®W auftretenden ©functionen nicht, wohl 
aber ändert sich jede der Grössen a> ,. ., a. . # um a.nl/^1. 

FT* ' 1* 2 * * * 

Man sieht, dass hiedurch die Function ©M nur insofern geän- 
dert wird, als die Variabein e» . . eine veränderte Bedeutung er- 
hallen. Aber zugleich ändert sich der oben untersuchte Quotient 
um 

— Zsxs. 

oder um Ha.. Wir wollen nun im Folgenden immer statt der ß 
dasjenige System der ß f gesetzt denken , für welches <s. = q. 
wird (f = 1, 2 . . . q). Dann hat man 

e<«> (—e») = (— 1)<«> äta)(«), 

und die so definirte Function ®W ist also eine gerade 
oder ungerade Function ihrer Argumente, jenachdem 
q gerade oder ungerade ist. 

Für diese so definirte Function ist immer 
a, = 0, (t = l, 2...q) 

und man hat also endlich für SW den Ausdruck: 



inppnn 


= 


-.,= ±1 


2 




nV- 
2 


" *, 


IUI Clltl 

Clebsch 


i u. Gor 


i=p+q x {t J 

£ / (x du, — / du, 

dan, Theor. d. Abel'schen Funct. 


(A = 


1,2. 
19 


..p + q) 



290 Elfter Abschnitt. § 82. 

§ 82. Die Theilung für das erweiterte TJmkehrproblem. 

Wir wollen auf die Erweiterungen derjenigen Sätze nicht 
eingehen, welche den Inhalt des neunten Abschnitts ausmachen, 
und welche leicht auf die Aufgaben des erweiterten Umkehrpro- 
blems und auf die Function ©M ausgedehnt werden. Dagegen 
scheint es angemessen, der Theilung einige Worte zu widmen, 
und zwar der speciellen, da die Erweiterung der allgemeinen 
Theilungsaufgabe ganz wie die im neunten Abschnitt behandelte 
allgemeine Theilung gelöst wird. Die Aufgabe der allgemeinen 
Theilung wird hier sein, aus den Gleichungen 

i=p+q x {i) i—r w ( 

m 2 j du h + £ f {i) du A = (h=l,2...p + q) 

die x zu bestimmen, oder durch gegebene Puncte y eine Ctirve 
zu legen, welche durch die d + r abgesonderten Ausnahmepuncte 
geht, welche in p + q Puncten mpunctig berührt, und welche 
ihre übrigen Schnittpuncte mit f=0 mit einer ähnlichen Be- 
rührungscurve gemein hat, die in den Puncten c berührt und 
durch die Puncte a geht. Die Aufgabe lässt m 2 P+v Lösungen 
zu; der Exponent von m giebt die Anzahl der von einander un- 
abhängigen Systeme von Periodicitätsmoduln des erweiterten Um- 
kehrproblems an. Man findet die Wurzeln der jenen Lösungen 
entsprechenden algebraischen Gleichung wie in § 70 auf alge- 
braische Weise unter Voraussetzung der Wurzeln einer speciellen 
Theilungsgleichung. 

Die letztere, welche aus der Gleichung 

(1) . . . m~k *f"du A = P h (h = 1, 2 . . . p + q), 

t=l c v ' 

entspringt, hat ausser der selbstverständlichen Lösung xW = c®, 
xW=cW etc., deren noch m 2 P+? — 1. Wir werden die entspre- 
chende algebraische Gleichung, also die specielle Theilungsglei- 
chung des erweiterten Umkehrproblems, auf die entsprechende 
des Jacobischen zurückführen. 

Sei ein Problem der speciellen Theilung für „das Jacobi'sche 
Umkehrproblem durch die Gleichung gegeben: 

(2) . . .mZf du A = P A (*=1, 2...p). 

»•=1 y w 
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Vergleichen wir nun zwei Losungen der Probleme (1) und 
(2) mit einander, für welche beziehungsweise: 

i=P+q J t] 2l h nV^i i 

,f ; •£«** = — =— + m (v* + ***** • • •> 

(h = l,2...p) 



(3) 



und 



(A = l, 2... <?), 



(4) . . . .f^,,^ = —^ + - (vii+Vi» • • •)• 

(Ä = 1, 2 . . . p) 

Aus der Combination der ersten Gleichung (3) mit (4) ergiebt sich: 

, (0 . (0 

*=p\v n * *=p n y 

(5) . . . 2 f {i) du A + Z f {i) du h = (Ä = l, 2...p). 

Setzt man also die Puncte z als bekannt voraus, oder doch die 
symmetrischen Functionen ihrer Coordinaten, d. h. eine Wurzel 
der speciellen Theilungsgleichung für das Jacobi'sche Umkehr- 
problem, so kann man eine Curve ty = durch sie, durch die 
c und durch sämmtliche Doppel- und Rückkehrpuncte legen; 
diese schneidet in weitern Puncten b; durch sie so wie durch 
die y und die Doppel- und Rückkehrpuncte geht dann eine zweite 
Curve q> = gleich hoher Ordnung wie die vorige, deren übrige 
Schnittpuncte mit/ , = die x sind. Aber diese Curve, oder 
selbst ihr Seh nittpunct System, sind hiedurch noch nicht völlig 
bestimmt; vielmehr bleiben zunächst noch q der x oder ebenso- 
viel durch f=0 nicht zerstörbare CoefQcienten von q> = un- 
bestimmt. 

Denken wir uns nun zunächst die Parameterpuncte der Inte- 
grale dritter Gattung u , h von den q bevorzugten Doppelpuncten 
wenig verschieden, und in der Nähe jedes der Doppelpuncte auf 
den verschiedenen Zweigen von /»O in £ w , s ( ~ Ä) gelegen. 
Alsdann hat man wegen der Gleichung (5) nach dem Abdachen 
Satz auch: 

y(i?W) 

( ß ) • • • £ •/>»+* + £•£**** = - lo * - ^Mr 

19* 
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Lässt man nun die Puncte f (Ä) und £<— Ä ) sich dem betreffen- 
den Doppelpunct mehr und mehr nähern, so verschwinden zu- 
gleich <p{sW), ty{e(% 9>(f ( ~ Ä) ), ty(el-Q). Ist also 

*/-*)= */*> + *!,<*>, «,(-*>= o t w + *%<*>, «,<-*>=*,(*> + fyw, 

wo die (?£, <fy die unendlich kleinen Incremente der Coordinaten 
eines Puncts bedeuten, der sich von dem Doppelpunct aus auf 
dem einen oder andern Zweige von /* = bewegt, so hat man 

hm «?(!!-!L — ^(^i (A) )^, (Ä) +^(^ ( ^^2 (Ä, +j?W A) )^3 ( l 

Von den drei <5£ so wie von den drei dt] kann man eines 
nach Belieben gleich Null setzen; das Verhältniss der andern 
findet man dann aus der quadratischen Gleichung, welche die 
niedrigsten Terme von f = in der Nähe des Doppelpuncts 
liefern : 

zz m^h > ^(A)^(ä )==0 

ik 0*, w 0** w ' k 

und welche auch befriedigt werden muss, wenn man die i% durch 
die Sri ersetzt. 

Bemerken wir ferner, dass wir die Gleichung (4) als eine 
Form des Abdachen Theorems ansehen können, welche aus der 
Gleichung 

m i=ify du h = l S i du h + *i f(i) du A + *2 f fi) te k ••• + *, f ip) du h 
(A = 1.2...p) 
entspringt, indem man die variaheln Puncte t Periodenwege durch- 
laufen lässt, bis sie mit den Puncten S zusammenfallen, und 
dabei die auf der rechten Seite von (5) befindlichen Periodici- 
tätsmoduln erzeugen. Legt man also eine Curve & = 0, welche 
durch Doppel- und Rückkehrpuncte geht, in den Puncten y 
wpunetig, in den Puncten 6, öM, 6®... aber beziehungsweise Apunetig, 
x t punctig etc. berührt; und legt man durch ihre übrigen Scbnitt- 
punete mit /*= 0, so wie durch die Doppel- und Rückkehrpuncte 
eine andre Curve *F = gleich hoher Ordnung, welche in den 
Puncten t, *W, *(*>.. . beziehungsweise Apunetig, K t punctig etc. be- 
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rührt; denkt man sich ferner die zweite Curve aus der ersten 
durch continuirliche Bewegung so entstanden, dass sie in keinem 
Augenblicke ihre ßerührungseigenschaften verliert, so wird die 
zweite Curve in den Puncten z berühren, und diese werden die 
betreffende Lösung der speciellen Theilungsaufgabe des Jacobi- 
schen Umkehrproblems bilden, wenn die t auf den angezeigten 
Periodenwegen zu den d zurückgekehrt sind. Daher hat man 
auch für irgend ein Integral dritter Gattung zunächst: 



* * * 

1=1 y ^ 



m £ fil dU b + X J/ n Sn + *^( A ' • • = - ,0 * -fj| 



Wenn aber die t ihre Periodenwege durchlaufen haben, und wenn 
zugleich das Integral 77. in das Integral u , h übergeht, so geht 
diese Gleichung ähnlich wie (5), in die Form über: 

$\ *W)8$^+$\^ h) )n* {h) > 



&& i {h) )*ni i * ) + 1 F(* t { * ) )9iit { * ) '' 

(Ä = 1, 2 . . . g) 
Die Combination dieser Gleichung mit der zweiten Gleichung (3) 
und mit (6) liefert nun sofort, dass der Ausdruck 

g/(fr 1 W) < ?§w+... <E*(frW)a; W+... 

In* »'(* (A) )*6 i W + .-. 1 l ftff ^i (A) )^? ) + ..» 

gleich dem Logarithmus einer m lea Wurzel der Einheit ist, oder 
dass: 



(7) 



»'(* i w )*i t ( * ) +... _]/ ^W /0 )^. (A) +--» , 
yW*Vi?i W 4- y g , (» i w )^i w +-- ' 
*'(^i w )*i?. w +-.. 'fW^V^h-... 

(ä = 1, 2 . . . q) 

In dieser Gleichung ist, wenn die betreffende Lösung des 
speciellen Theilungsproblems für das Jacobi'sche Umkehrproblem 
bekannt ist, alles gegeben, bis auf die Coefficienten der Function 
<p\ und man hat daher aus vorliegender Formel q weitere lineare 
Gleichungen, welche dazu dienen, diese Coefficienten vollständig 
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zu bestimmen. Man erhält dieselben ausgedrückt durch rationale 
Functionen und m le Wurzeln rationaler Functionen einer Wurzel 
des als bekannt vorausgesetzten Theilungsproblems, und kann 
also auch eine Wurzel des erweiterten Theilungsproblems auf 
solche Weise durch jene ausdrücken. Zu jeder Wurzel des 
Jacobf sehen Theilungsproblems gehören also m? Wurzeln des er- 
weiterten, welche man erhält, indem man den q verschiedenen 
m ten Wurzeln unabhängig von einander alle möglichen Werthe 
beilegt. Die m? Curven einer solchen Gruppe stehen in der 
oben erwähnten Beziehung zu einander. Wenn man durch alle 
Doppel- und Rückkehrpuncte, durch die c und die y eine Curve 
1// = legt, so liegt jedes einer Curve der Gruppe angehörige 
System der x auf einer Curve q> = 0, welche mit ty = von 
gleicher Ordnung ist, mit den Doppel- und Rückkehrpuncten, 
den Puncten z und den übrigen Schnittpuncten von if> = mit 
f=0. 

Unter den Gruppen Ist aber eine, welche der identischen 
Wurzel der Jacobi'schen Theilungsgleichung zugeordnet ist, für 
welche die z mit den y zusammenfallen. Für diese wird die 
Function, aus welcher in (7) die m te Wurzel gezogen wurde, der 
Einheit gleich; und eine der Curven g> fällt mit y zusammen, 
diejenige nämlich, für welche die m te Wurzel selbst gleich 1 
gesetzt wird. Man bemerkt, dass die übrigen m* — 1 Curven 
dieser Gruppe gefunden werden ohne Ilinzunahme der Theilungs- 
gleichung für das Jacobi'sche Umkehrproblem, dass sie also keine 
Irrationalitäten erfordern als die m ten Wurzeln der Einheit 



§ 83. Theilung für m = 2. 

Was nun insbesondre die specielle Theilung des erweiterten 
Umkehrproblems für m = 2 betrifft, so bemerken wir, dass sich 
aus dem auf p. 279 gegebenen Theorem für SM die Periodici- 
tätsformel ergiebt: 

«<«>(» + P) = e^i + t^AWkk+nV 11 ! Zn i . ©(*)(«), 
wenn nämlich 

P h ==2m A nl/=l + qi a lh + q 2 a 2h ... (A « 1, 2 . . . p) 

P P\h = 2n h n]/=l + q x u ih + q 2 u 2h . . . (Ä = 1, 2 . . . *). 
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P h 
Setzen wir nun w Ä = — , so haben wir 

oder, mit Rücksicht auf die Gleichung 

0(*)(— Q>) = (— 1)* 0W( W ) 

auch: 

o = m (0 (i — (— i) Zm äi + Zn i + A 

Der Ausdruck öte>( ^j verschwindet also immer, 

wenn 

(1) . . . 2Vn.?, + Ä. + ? = 2# + 1, 

und man kann wie in § 75 zeigen, dass er in jedem andern 
Falle im Allgemeinen nicht verschwindet. In der Formel (1) 
kann man offenbar alle m {i q., n { willkürlich wählen, bis auf 
eines der letztern, welches durch die übrigen bestimmt ist. Man 

sieht also, dass unter den Ausdrücken ® {q) \-z) eine Anzahl von 

2 2 p+0- 1 verschwindet, und dass eine ebenso grosse Anzahl nicht 
verschwindet; dass also auch unter den 2 2 p+? Functionen 

®te)(a> + -j ebenso viele gerade als ungerade sind. 

Man zeigt wie im zehnten Abschnitt, dass die nicht ver- 
schwindenden Functionen ^(-ö ) den wirklichen Berührungs- 

curven entsprechen, welche durch die S + r abgesonderten Doppel- 
und Rückkehrpuncte und durch die n — 2 übrigen Schnittpuncte 
der in dem Puncte p gezogenen Tangente gehen, und ausserdem 
in P + <1 Puncten die gegebene Curve berühren. Die andern 

Functionen ©^(ö") dagegen entsprechen solchen Berührungs- 

curven, weiche in die Tangente in fi selbst und in Curven (n — 3) ter 
Ordnung zerfallen. Man schliesst daraus weiter, dass es 2 2 H-tf— * 
Curven (n — 3) ter Ordnung giebt, welche durch d + r=d+r — q 
Doppel- und Rückkehrpuncte der Curve gehen und die Curve 
f = in p + q Puncten berühren. Zu der Auffindung dieser 
Curven ist aber nach dem Vorigen die Auflösung keiner andern 
Gleichung erforderlich als derjenigen, welche die durch alle 
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Doppel- und Rückkehrpuncte gelegten, in pPuncten berührenden 
Curven (n — 3) ler Ordnung liefert. 



§ 84. Einfluss von Rückkehrpuncten. 

Es bleibt endlich übrig, derjenigen Modificationen Erwähnung 
zu thun, welche die vorstehenden Untersuchungen erfahren, so- 
bald einige der q bevorzugten Doppelpuncte in Rückkehrpuncte 
übergehen. Setzen wir im Vorigen q + r an die Stelle von r, 
und denken wir uns in der Gleichung f=0 r variable Para- 
meter, welche sich unabhängig von einander der Grenze Null 
nähern, während dabei zugleich die Unstetigkeitspuncte der r 
letzten Integrale u , , v u p± q ±2 • •*• u P \ q \r aus Doppelpuncten zu 
Rückkehrpuncten werden. Die r variabeln Parameter seien 
T i» x % • • • r r » w * r können sie uns geometrisch etwa so definirt 
denken, dass man in den betreffenden Doppelpuncten der Curve 
fz=iO Strahlbüschel legt, und die Differenz der Parameter der- 
jenigen Strahlen in jedem Rüschel durch x. bezeichnet, welche 
die Tangenten des Doppelpuncts sind. Während die x sich der 
Null, und also die Doppelpuncte Rückkehrpuncten nähern, werden 
jene r letzten Integrale durch Annäherung der Parameterpuncte 
unendlich klein, und man kann setzen: 

«,+,+,- =»*Ä (i=l, 2...r), 

wo nun die ü endliche Integrale zweiter Gattung sind. In den 
Gleichungen des Umkehrproblems hat man dann die r letzten 
Gleichungen: 

kti ■(« ***** = "*€+* (• « 1. » • • • r) 

zu ersetzen durch 

hz=.p+q\r x 



indem 



*=i J W 



W. = r . F < 



wird, und die V. jetzt endliche Variable bedeuten. 

Die Integrale (1) besitzen als Integrale zweiter Gattung keinen 
Periodicitätsmodul 27t}/ — 1 mehr, dagegen mag V. in 

K = W U u q, + U 2i q 2 ...+ U pi q p (i=l, 2. . . r) 
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übergehen, während die Integralsummen erster und dritter Gat- 
tung sich in 

v.=v. +2m i 7ty r ^l + a u q l + a 2i q 2 ... + a p .q p (*=l,2..p) 

^=^^ + '^^^^ + ^^1 + ^9^' + ^^ (i=l f 2..g) 
verwandeln, 

Den Transcendenten U^\ VW entsprechen bei diesem Grenz- 
übergange andere Transcendenten U^ r \ V ( v> r K deren Form man 
aus § 77 sofort abschreiben kann, und welche sich bezüglich 
ihrer Stetigkeit und ihres Verschwindens ganz ähnlich wie jene 
Functionen verhalten. 

Anders ist es mit der Function 0(?> r >, welche aus ®te+ r > 
durch den Grenzübergang hervorgeht. Man sieht nämlich leicht, 
dass die Function ®M verschwindet, sobald irgend einer der q 
in ihr auftretenden Doppelpuncte sich in einen Rückkehrpunct 
verwandelt. Geht z. B. der q {e Doppelpunct in einen solchen 
über, so vereinigen sich die bisher als getrennt zu betrachtenden 
Puncte ete\ s-M in zwei unendlich nahe Puncte der Curve; es 
verschwindet a> .„ nebst den u. und den a. b.\ in &v) werden 

p+q hq q' Aq* 

die mit 

(_ i) z^LZÄirZZi und (- 1) -•*-^" + 1 

multiplicirten Glieder einander gleich, und zerstören sich also, 
da diese Potenzen von }/—l immer entgegengesetzte Werthe 
haben. 

Marj sieht hieraus, dass, indem r Doppelpuncte von 0(?+ r ) 
in Rückkehrpunkte übergehen, diese Function sich der Grenze 
nähert 

lim 0<*+ r ) = x x x t . . x r ®<*> r ), 

wo nun erst*0te> r > eine endliche Function ist. Da überall nur 
Quotienten der 0M vorkommen, so erhält man die Formeln des 
neuen Umkehrproblems, indem man überall diese Function an 
Stelle von 0(?+ r ) benutzt, eine Function, welche, nach dem Vo- 
rigen sowohl synektiscli sein muss, als auch die Eigenschaft 
behält, nur zu verschwinden unter den bei @M angegebenen 
Umständen. 

Was nun die wirkliche Bildung der Function 6te» r ) betrifft, 
so setzt man: 



298 Elfter Abschnitt § 84. 

<W.- = v i W * <f=l,2..r) 

\ rt * = «£*« (,= 1.2..r,A=l,2..y) 

*rt*.«+' = *'** C « («•.*= 1,2.. r) 

«*,*+, = ** U hi ( i=1 ' 2 . . r, Ä = l, 2 . . p), 
und findet dann 

en.n K, », . . . Wp+? . *p„ w i ...w r ) = 



*r=i% 



,->* 






Ä 1 * 2 ..* r =Z 



=+1 



& f 

• @ \ W Ä 2 ' % 2 ))> 

wo rechts in ®^ ) nur zwei Argumente an Stelle von p + q an- 
gegeben sind, und wo nach Ausführung der Differentiation sämmt- 
liche r gleich Null zu setzen sind. 

Die Aufgabe der Theilung wird bei dem Uebergange von 
Doppelpuncten in Rückkehrpuncte dadurch modificirt, dass den 
Integralen zweiter Gattung keine eigenthümlichen Periodicitäts- 
moduln mehr zukommen. Daher hat die Aufgabe der allgemeinen 
Theilung für das vorliegende Umkehrproblem mit p + q + r 
Variabein doch nur m 2 P+v Lösungen, die der speciellen Theilung 
deren m 2 P+«— 1. 

Dagegen bleibt sowohl die Eigenschaft eine gerade oder un- 
gerade Function zu sein, je nachdem q + r gerade oder ungerade 
ist, der Function 0ü> r ) erhalten, als auch die Eigenschaft, durch 
Vermehrung der Variabein um ein System P h von Perio*dicitats- 
moduln den Factor 

i=zp h,/c=p . i=q 

Z q.U; + i ZS q h q kahk + */-i 2 n. 

t=l h, ä=1 »=L. 

e • 

zu erwerben. Daher hat man auch, wie in § 83, ®te> r ) l-J 
= 0, sobald 

U £m i q i + C £n i + q + r = 2H + 1. 
fc=i t=i 

Es giebt also hier wie dort 2 2 H-^~ 1 eigentliche Berührungs- 

curven (n — 2) tcr Ordnung, welche durch die ausser den q + r 

bevorzugten noch vorhandenen Ausnahmspunkte und durch die 
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Schnittpuncte der Tangente von /* gehen, und ausserdem in 
p + q + r Puncten berühren; ebenso gross ist die Zahl von 
Curven (n — 3) ter Ordnung, welche durch jene Ausnahmspuncte 
gehen und in p + q + r — 1 Puncten berühren. Davon aus- 
genommen ist nur der Fall q = 0, der Fall also, in welchem 
sämmtliche bevorzugte Doppelpuncte zu Rückkehrpunkten wer- 
den. In diesem Falle kann man nicht mehr die m, 9 q. beliebig 
wählen, sondern man hat für sie die Gleichung 

H m.q. + r = 2H + 1, 

fcrl 

damit das entsprechende System von halben Periodicitätsmoduln 
auf eine Berührungscurve (n — 3) ter Ordnung führe. Daher giebt 
es in diesem Fall 2? -1 (2p — 1) Berührungscurven (n — 3) tcr 
Ordnung, welche durch die Doppel- und Rückkehrpuncte, r der 
letzteren ausgenommen, gehen, und in p + r — 1 Puncten be- 
rühren, sobald r gerade ist, aber 2? -1 (2p + 1) solcher Curven, 
wenn rungerade; und gerade umgekehrt verhält es sich mit den 
eigentlichen Berührungscurven (n — 2) l „« r Ordnung, welche durch 
die eben bezeichneten Doppel- und Rückkehrpuncte so wie durch 
die n — 2 Schnittpuncte der Tangente eines Punctes (i gehen, 
und welche in p + r Puncten berühren. 



Zwölfter Abschnitt.' 

Die unendlich vielen Formen der 
Function 0, 



§ 85. Kanonische Determinanten. 

Im vierten Abschnitte wurde gezeigt, wie man zu einem 
Systeme normaler Periodicitätsmoduln gelangen könne. Dies ge- 
schah dadurch, dass man mittelst der linearen ganzzahligen Re- 
lationen 

(h\ 1 V 1/ • 2 V 2/ * 2p ^ 2p' (h 1 9 o t 

W ' • • JV<*> = «,(*)(*,) + « 2 (*)(6 t ) . . . + « 2 /')(6 2p ) l*— L ' • • -W 
die identische Transformationsgleichung 

(2) . . . Z2c ik (a)(b k ) = Z P (MW-» MW _ #«M-i) jtfi*)) 

A~ 1 

herstellte, wobei die c ganze Zahlen bedeuteten, c ik = — c Af . , und 
die Determinante der c gleich 1 war. Sind dann die (a), (6) Perio- 
dicitätsmoduln von irgend zwei Integralen erster Gattung, so 
waren die Ausdrücke (1) normale Periodicitätsmoduln derselben, 
wie sie zur Aufstellung der im Vorigen ausgeführten Theorie 
nothwendig waren. 

Die Transformationsformel (2) ist auf unendlich viele Arien 
erfüllbar. Nehmen wir an, sie sei auf eine Weise erfüllt ; es sei 
also ein System der a, M, N gegeben; suchen wir die Bedingungen 
auf, denen alle andern Lösungen des Transformationsproblems 
zu genügen haben. 
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Setzen wir also, um ein neues System normaler Periodici- 
tätsmoduln zu erhalten: 

Die ganzen Zahlen ß sind dann so zu bestimmen, dass identisch 

(4) . . . 'FfÄ^fia- V-i*«) =1VmjM_#-')A/M), 

oder, wenn man Önks die Grössen (3) durch ihre Werthe er- 
setzt, dass: 



kz=p s,rz=2p 

k- 

h= P 



fc = l s,r = l - ' 



Die Vergleichung der Coefficienlen zeigt also, dass die gan- 
zen Zahlen ß die folgenden Bedingungen befriedigen müssen, in 
denen wir, um keine doppelt zu erhalten, s < r voraussetzen 

können: 

k= P 

(5) . . . £ (ß Sf2 k-lßr,2k — ßr,2k-lßs,2k) = ' 
k = l ' 

ausgenommen, wenn s eine ungerade Zahl, und r die darauf 
folgende gerade Zahl ist, wo denn 

k= P 

(6) . . . 2 ÜJ 2A _i,a*-i ft Äl «* — / , «A > 2*-ir , 8*-l,a*) c=al - 
A-=l 

Determinanten der Art, wie sie hier aus den ganzen Zahlen ß 
zusammengesetzt werden*), wollen wir kanonische nennen. 
Indem wir also als Elemente einer kanonischen Determinante 
solche ganze Zahlen definiren, welche den Gleichungen (5), (6) 
genügen, können wir den in dieser Definition enthaltenen Satz 
aufstellen : 

DerUebcrgang von einem System normaler Perio- 
dicitätsmoduln zu einem andern geschieht mit Hülfe 
einer kanonischen Transformationsdeterminante, und 
jede solche ergiebt einen der verlangten Uebergänge. 



*) Solche Determinanten hat zuerst Hermite in den Comptes Rendus 
von 1855 untersucht, und zwar bei Gelegenheit allgemeiner Transfor- 
mationen der Function © für p = 2. 
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Die kanonische Determinante bat den Werth + 1 ; denn ihr 
Quadrat, multiplicirt mit der Determinante 
' Ol 0... 00 
— 10 0... 00 
Ol... 00 
0—10... 00 =1 



0... Ol 

oo o o ... —i o s 

der lineo-linearen Function, welche die rechte Seite von (4) bil- 
det, giebt die mit der vorigen ganz identische Determinante der 
lineo-linearen Function auf der linken Seite von (4) ; das Quadrat 
der kanonischen Determinante ist also 1. Bezeichnen wir den 
Werth der kanonischen Determinante selbst durch s = + 1, 
ferner durch y^ die dem Elemente ß^ zugeordnete Unterdeter- 
minante. Die Auflösung der Gleichungen (3) giebt dann: 

u ' • ' a<*> = «fo^ + y h ,s 2 • . . + y ht2p s 2p ]' 

Ersetzt man nun auf der linken Seite der Gleichung (4) die H 
durch ihre Werthe aus (3), auf der rechten Seite die N durch 
ihre Werthe aus (7), so findet man die Gleichung: 

k=P ^V^^-^^J Mir) 



2 

k=l r=l 



(9) 



Ä = l 5=1 

und durch Vergleichung der beiderseitigen Coefficienten erhält 
man für die Unterdeterminanten y die folgenden Werthe: 

,q\ V2h,2k ~ 6 ' r2A-l,2k—l 72^,2*— 1 == € ' H2A— 1,2/c 

?2Ä-1, 2k == 6 ' PiA, 2Ä-1 ^A-l, 2A-1 = 6 ' ß 2 h, 2k' 

Daher kann man die Gleichungen (7), die Auflösungen von 
(4), auch in der Form schreiben: 

MW =-ß u _ 1>s R l + A*_i. A-fc»-i, A +ß ah - lt s*- + - 

"^ 2 *- 1, = ßu., S i~ßu,t 8, + ß^ S 3 -ß u>3 S t +-, 

NiiA) = ~ /»«-i,, *i + ßn-x,x St-ßu-uA + ßu-i,*S-+« 
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Der Definition nach ist jede Transformationsdeterminante, 
welche zwei Systeme normaler Periodicitätsmoduln verbindet, eine 
kanonische; unter anderm also auch die Determinante der Glei- 
chungen (7) oder (9). Sie kommt auch der Determinante der y 
selbst zu; denn da die Gleichungen (5), (6) erfüllt sind, wenn 
man die ß durch die s . y ersetzt, so sind sie auch erfüllt, wenn 
man die y allein an Stelle der ß treten lässt. 

Druckt man in den Gleichungen ^3) die M, N durch irgend 
zwei andre Systeme normaler Periodicitätsmoduln aus: 



Ä«*)=* M F 1 



+ *M F 2 + 






^^W + W + ^ + Vr 

so gehen die Formeln (3) über in die folgenden: 
wo 

*i,k — ßl,k 8 i,l + ß*,k 8 i,* + * 

Die Determinanten der d und der & sind der Definition nach 
kanonisch. Daher hat man den Satz: 

Durch Multiplication zweier kanonischen Deter- 
minanten 






Ai 



ßtl 

ßli 






Pl,2p r*2,2p • • • r< 



2p, 2p 






. 4 



2p, 1 



ft 



2p, 2 



1,2p 2,2p 



*, 



2p, 2p 



entsteht, indem bei der einen Horizontal- und Verti- 
calreihen vertauscht werden, die ebenfalls kanonische 
Determinante 









2p, 1 
2p, 2 



^l,2p **2,2p ' * * 2p, 2p 

in weicher 

** — "Pi,A f < + A.A« " ' * + ß*P,k*w 
Da es übrigens für das Bestehen dieses Satzes gleichgültig 
sein muss, bei welcher der beiden Determinanten Horizontal- 
und Verticalreihen vertauscht werden, und da die beiden ent- 
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stehenden Determinanten sich dann selbst nur durch Vertauschung 
der Horizontal- und Verticalreihen unterscheiden, so folgt der 
weitere Satz: 

Eine kanonische Determinante verliert diese Ei- 
genschaft nicht, wenn man in ihr die Horizontal- 
reihen mit den Verticalreihen vertauscht. 

Der obige Satz über die Multiplication bleibt also auch noch 
richtig, wenn man den Zusatz über die Reihenvertauschung aus- 
lässt; aber dann geben die Elemente der resultirenden Deter- 
minante nicht mehr die Coefficienten der Substitution an, welche 
sich aus den Substitutionen zusammensetzt, die den einzelnen 
mit einander mulliplicirten Determinauten entsprechen. 

Die Frage nach der allgemeinsten kanonischen Determinante 
oder dem allgemeinsten System normaler Periodicilatsmoduln 
kann nun so aufgefassl werden, dass man diejenigen eiufachsten 
kanonischen Determinanten aufsucht, aus denen durch Multiplica- 
tion alle andern sich ableiten lassen. Die entsprechenden linearen 
Substitutionen führen dann von gewissen ursprünglichsten Syste- 
men normaler Periodicilatsmoduln zu allen möglichen. 

Statt aber aus möglichst einfachen Determinanten die gege- 
bene zusammenzusetzen, kann man, wenn nur, wie angenommen 
werden soll, die den einfachsten adjungirten kanonischen Deter- 
minanten wieder zu den einfachsten gehören, auch so verfahren, 
dass man die gegebene Determinante durch Multiplication mit 
einfachen auf eine einfache zurückführt. Die letzte mit den ad- 
jungirten der andern mulliplicirt, ist dann gleich der gegebenen, 
also diese in einfache Factoren aufgelöst. Es entstehen also die 
beiden Fragen: erstlich, welche kanonische Determinanten wir als 
einfache betrachten wollen; zweitens, wie man durch Multipli- 
cation mit einfachen eine gegebene selbst auf eine einfache zu- 
rückführt. 



§ 86. Beduction der kanonischen Determinanten 
auf einfache. 

Es genügt, als einfachste kanonische Determinanten fol- 
gende aufzuführen : 

i. Die Diagonalglieder sindl, bis auf zwei, ß u _ x 2>i _ 1 und/3 2>k 2A , 



§ 86. 



Die unendlich vielen Formen der Function &. 



305 



welche Null sind. Dafür sind ß 2h 2h _ l = + 1, ß U -i 2ä == + 1; a ^ e 
übrigen Elemente sind Null. Solcher Determinanten giebt es, 
abgesehen von dem Zeichen + , p. Für p = 2 sind sie: 






±1 










1 











1 
















1 














1 





» 











+ 1 











1 










+ 1 






II. Die Diagonalglieder sind 1, ein Element ß 2h _ x 2h = + 1, 
alle übrigen Glieder Null. Solcher Determinanten giebt es, ab- 
gesehen von dem Zeichen + , ebenfalls p. Für j& = 2: 



1 

+ 1 







1 














1 














1 











+ 1 


1 



III. Die Diagonalglieder sind 1, ein Element ß 2h _ x 2 *_i(£ < ä)=+ 1, 
ß 2k2h = + 1 , die übrigen Glieder Null. Abgesehen von dem Zei- 
chen + giebt es p(p — 1) solcher Determinanten. Für p— 2: 



10 







1 





+ 1 


10 


+ 1 







1 





+ 10 1 





f 








1 





1 







+ 1 


1 



Dass diese Determinanten sämmtlich kanonisch sind, ergiebt 
sich sogleich aus der Betrachtung der zu erfüllenden Bedingungs- 
gleichungen. Aber auch die zweite Bedingung ist erfüllt, dass 
die aus den Unterdeterminanten gebildeten Determinanten wieder 
von derselben Art sind wie die ursprünglichen. In der That, 
wenn man für irgend eine der obigen Determinanten die adjun- 
girte bildet, so kommt immer die ursprüngliche heraus, nur dass 
+ in +, + in + verwandelt ist. 

Sehen wir nun, welche Wirkung die Multiplication einer 
gegebenen kanonischen Determinante 

ßn &i •••l S 2p,i 

T12 r22 * • ' r2 P) 2 



ßl,2p r2,2p ' * * r2p,2p 
Clebsch u. Gor d an, Theor. d. Abel'schen Funct. 
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mit einer der unter T, II, III aufgeführten einfachsten kanonischen 
Determinanten auf erstere äussert. Damit die der resultirenden 
Determinante entsprechende Substitution eine Comhination der 
beiden Substitutionen sei, welche der gegebenen und der ein- 
fachen Determinante entsprechen, vertauschen wir vor der Mul- 
tiplication bei der letztern die Ilorizontalreihen mit den Vertical- 
reihen. 

Der Effect der Multiplication der Determinante der ß mit 
einer einfachen Determinante I. ist offenbar (vgl. § 86), dass 
zwei Verticalreihen, die (2h — l) te und die (2Ä) te vertauscht wer- 
den, und dass dabei eine derselben das Vorzeichen ändert 

Der Effect der Multiplication mit einer einfachen Determi- 
nante II. ist kein anderer, als dass die (2h) ie Verticalreihe der 
(2h — l) len hinzugefügt oder von derselben abgezogen wird. 

Der Effect endlich der Multiplication mit einer Determinante 
III. besteht darin, dass die (2k — l) le Verticalreihe um die 
(2k — l) lc vermehrt oder vermindert, und zugleich umgekehrt 
die (2k) [e um die (2h) ie vermindert oder vermehrt wird. 

Wir können also mit Hülfe der Multiplication mit einfachen 
kanonischen Determinanten immer folgende Operationen an der 
gegebenen Determinante vornehmen: 

I. Eine gerade mit der vorhergehenden ungeraden Vertical- 
reihe vertauschen und dabei das Vorzeichen der einen ändern. 

IL Eine gerade Verticalreihe von der vorhergehenden unge- 
raden abziehen oder zu derselben addiren. 

III. Eine ungerade Verticalreihe von einer andern ungeraden 
abziehen oder zu ihr addiren, und zugleich die auf die letztere 
folgende gerade Reihe zu der auf erstere folgenden geraden Reihe 
addiren oder von derselben abziehen. 

Wir wollen nun sehen, ob wir durch Anwendung dieser 
Processe die gegebene Determinante in eine einfache, oder in die 
identische Substitutionsdeterminante verwandeln können, bei wel- 
cher alle nicht in der Diagonale stehenden Glieder durch Nullen 
ersetzt sind. 

Zunächst können wir den obigen drei Processen einen er- 
laubten vierten hinzufugen. Wenden wir auf die Verticalreihen 
(2h — 1), (2h) den Process I. an, so können wir an die (2h — l) te 
Stelle die Reihe — (2h), an die (2h) lc die Reihe (2h — 1) setzen. 
Mit Hülfe des Processes II. geht nun die an (2h — l) ler Stelle 
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befindliche Reihe — (27*) in das Aggregat der Reihe + (2h — 1) — (2h) 
über. Wendet man nun den Process I. nochmals an, so haben 
wir an (2h — l) ter Stelle die unveränderte Reihe (2h — 1), an 
(2A) tcr Stelle aber die Differenz der Reihen (2A)+(2A — 1). Man 
hat also gefunden, dass man auch folgenden Process immer vor- 
nehmen kann: 

IV. Eine ungerade Verticalreihe von der darauf folgenden 
geraden abziehen oder zu derselben addiren. 

Durch wechselweise Anwendung der Processe II. und IV. 
kann man offenbar in irgend einer, z. R. in der ersten Horizon- 
talreihe alle geraden Glieder zerstören. Wenn nun alle geraden 
Glieder dieser Reihe Null sind, so reducirt sich die Wirkung des 
Processes III., so weit sie diese Horizontalreihe betrifft, auf das 
Addiren und Abziehen der übriggebliebenen ungeraden Glieder. 
Man kann also diese abermals durch einander zerstören, so dass 
schliesslich ein einziges Glied übrig bleibt, und dieses kann man 
zum ersten Gliede der Reihe machen. Da die Determinante den 
Werth + 1 hat, so ist auch dieses Glied noth wendig + 1. 

Man behandelt jetzt ähnlich die zweite Horizontalreihe, in- 
dem man nur das erste Glied derselben stets ausschliesst. Man 
zerstört alle übrigen ungeraden Glieder durch die Processe II., IV., 
und sodann die geraden durch III. bis auf das zweite, welches 
dann ein Factor der Determinante wird und daher den Werth 
+ 1 hat. Durch dieses zerstört man endlich nach II. das erste 
Glied. 

Nun lehrt die Gleichung (5) § 85, dass, wenn in zwei auf ein- 
ander folgenden Horizontalreihen (2h — 1), (2h) alle Elemente bis 
auf die Diagonalglieder verschwinden, bei den entsprechenden Ver- 
ticalgliedern dasselbe stattfinden muss. Da die Natur der Deter- 
minante sich durch Vertauschung von Horizontal- und Vertical- 
reihen sich nicht ändert, so ist es hinreichend, den umgekehrten 
Satz zu beweisen. Setzen wir in (5) r = 2h — 1 oder r = 2h, 
und nehmen an, dass alle ß 2h _ lif ß 2Ai bis auf ß 2h ^ 2h _ x , ß 2K2h 
verschwinden, so giebt die Gleichung (5) sofort ß s 2A =0, ß s 2h _ 1 —0, 
w r as zu beweisen war. 

Die reducirte Determinante enthält also in den ersten Hori- 
zontal- und Verticalreihen nur noch die Diagonalglieder. Mit 
den übrigen Reihen der Determinante kann man also operiren, 

20* 
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als ob die ersten beiden Reihen gar nicht vorhanden wären. 
Man verwandelt dann nach dem obigen Verfahren auch die dritte 
und vierte Horizontal- und Verticalreihe in solche, welche nur 
Diagonalglieder enthalten, sodann die fünfte und sechste u. s. w., 
bis überhaupt nur noch Diagonalglieder übrig sind. 

Man kann also jede kanonische Determinante mit Hülfe der 
Determinanten I., IL, III. zusammensetzen, daher auch jede kano- 
nische Substitution aus den 2p(p + 1) einfachen Substitutionen, 
welche jenen 2p(p + 1) einfachen Determinanten entsprechen*). 

§ 87. Transformation der Integrale erster Und dritter 

Gattung bei Veränderung des Systems von 

Normalperioden. 

Wir wollen jetzt untersuchen, wie die Normalintegrale erster 
und dritter Gattung sich gestalten, wenn man ein verändertes 
System normaler Periodicitätsmoduln zu Grunde legt. Zu diesem 
Zwecke gehen wir zunächst auf die Formeln des § 30 zurück. 
Setzen wir in diesen an Stelle der H die Normalintegrale erster 
Gattung w n w 2 , w 3 , welche einem gegebenen Periodensystem ent- 
sprechen, und bezeichnen wir durch v lt v t , v z die neuen Nor- 
malintegrale erster Gattung, deren System normaler Periodicitäts- 
moduln mit dem erstem durch die kanonische Determinante 

fti ßu • • • ß 2p ,i 
P12 rt% • • • r2p,2 

Pl,2p r2,2p ' ' ' P*p,2p 

verbunden ist. Nimmt man als ursprüngliches System von nor- 
malen Periodicitätsmoduln das folgende: 

2nj/^l «H a l2 a i3 . . . 

a 2l 2tcj/^1 a 22 a r ' 

a 3l a 3i 2ttJ/^1 « 3 



*23 



*) Die Idee, ganzzahlige Substitutionsdeterminanten, welche den 
Werth 1 haben, aus einfachen Determinanten zusammenzusetzen, in 
denen nur die Ziffern 1 und auftreten, gehört, so viel wir wissen, 
Hrn. Kronecker an. 
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so wird das neue System von Periodicitätsmoduln : 






/> p 



u Vp) 

V 



durch die Formel gegeben: 

M . w = Kh • W=i + «, A,a + «.A,, + «»A* • • • 
«. w = A* • a«^- 1 + «iA,* + «A* + ««A* ■ • • 
«/> = A* • 2 ** /= i + «. A* + «tA* + ^A* • • • 



(!)• 



(A = 1, 2 ... 2p) 



Setzt man nun 



(2) 



», = m lt u t + m lt u t + . 
v t = m tl u t + m tt u t + . 



V P = m P i u i + m P a u t + 



• + «V, 

• + «V, 



+ * W V 



so bestimmen sich die m nach § 30 aus der Formel 



WO 



• (4) . . . ^ = 2 ± «,<*) w 2 ( 3 ) i/ 3 < 5 ) . . . m^- 1 ). 

In Folge dieser Bestimmung wird das System der Periodici- 
tätsmoduln der neuen Normalintegrale v das folgende: 

2rcj/^l *n P 6 12 b u ... 

1 b 2i b n ... 








b 2l 2n) 







b 32 2nj/=l b> 



wo 

(5) . . . b u = m hl uW + m A2 uW + . . . = »^W + »„«,««> + ... 

Nachdem die neuen Integrale erster Gattung auf diese Weise 
normirt worden, ist es leicht, die Integrale dritter Gattung ent- 
sprechend zu normiren. Aus dem Integrale S* entstand das 
Normalintegral iL , indem man diejenigen Periodicitätsmoduln 
durch Hinzufügen von Integralen erster Gattung verschwinden 
machte, welche den Periodicitätsmoduln 2tt{/ — 1 entsprechen. 
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Daher entsteht aus dem für die u norinirten Integrale fdü. das 

X 

für die v normirtc Integral fdP* mit Hülfe der Formel : 

fan =f d % ~ i^ A K > dv < + K > dv * • • • + W' 
indem wir diejenigen Periodicitätsmoduln zum Verschwinden 
bringen, welche den Periodicitätsmoduln 2it]/ — 1 der v ent- 
sprechen, d. h. den Periodicitätsmoduln 

u k il) > "A • • • u k 2p ~ l) 
der u. Man muss daher K h gleich dem Periodicitätsmodul von 
II setzen, welcher zu u k ^ h ~^ gehört, oder man muss setzen: 

so dass man für P, die Definitionsgleichung erhält: 

xx | h=p A-=p § x 

(G) . . . /dP. = /\//7, ±=- £ 2 ft. 2h t / du. fdv,. 

v ; J z ?' ■£ *' 2ttK~1 a=i a=i 2A ' 2A , H A 

Mau kann den letzten Theil dieses Ausdrucks, welcher noch 
die w, v gemischt enthält, mit Vortheil durch die letztern allein 
darstellen, und sieht dann auch, dass wirklich, wie es nach dem 
Satze über Vertauschung von Parameter und Argument not- 
wendig ist, derselbe ungeändert bleibt, wenn man x, z mit {, 17 
vertauscht. Zu diesem Zwecke stellen wir zunächst die Auflösun- 
gen der Gleichungen (2) her, welche sehr einfach sind. Da 
nämlich die u k sich auf die u^" 1 ^ reduciren, wenn alle v ver- 
schwinden, bis auf v . und wenn dieses letztere gleich 2n}/ — 1 
wird, so hat mau nothwendig: 

(7) • • • u " = w^r w i,e ' + u * i3)v * + • • • "**" V 

Daher erhält man aus (G) mit Benutzung dieser Formel: 

x x ± /t=p m=p x ä 

( g ) • • • l dP in =l dII in + 5? ,* „£ W **/*- 

z z n — 1 tn — 1 z ij 

wobei 

Vertauscht man nun in (8) Parameter und Argument, so 
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findet man die letzte Summe nur insofern geändert, als c mh an 
Stelle von c hm tritt. Man muss also haben 



oder, wenn man die Werthe der u® m — V aus (1) einträgt: 

*=p 

= 2^—1 ^ (ß 2 k,2h-Ak-L t 2 m -l — ßu,»—lß*k-l,U-l) 
"^ f* « ü sk (r2A,2A-lP25,2m-l P 2*, 2m-ir 2*, 2Ä-l) ' 

Diese Gleichung ist in der That erfüllt. Denn da offenbar a sk 
und a ks in gleiche und entgegengesetzte Zahlen multiplicirt sind, 
so heben sich die Terme der letzten Summe paarweise auf; der 
Coefficient von 2n]/ — 1 aber verschwindet wegen der Eigen- 
schaften einer kanonischen Determinante. 



§ 88. Transformation der ©function mittelst kanonischer 
Substitutionen. 

Summirt man die Gleichung (8) über p Punctepaare oc, z, 
so gelangt man zu der neuen Form der Transcendente T; und 
indem man diese weiter behandelt wie es in Abschnitt VII. und 
VIII. geschah, gelangt man zu den neuen Formen der Functionen 
ü, V, S. Da es schliesslich nur auf die letzte ankommt, so 
wollen wir von der Gleichung (8) sofort auf diese übergehen. 
Bezeichnen wir die Transcendente S jetzt, wo auch die Con- 
stanten im Exponenten verändert werden, durch Q(od, a), die 
neue Transcendente aber durch &(rv, b). 

Aus der Formel 






folgt sofort die analoge 



J«"> £ 



£ r dP __i » i t i £ 

Y f* 7 H> 
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In dieser letztem Formel sind die uuteru Grenzen « der 
erstem durch neue Grenzen y ersetzt; denn man kann von vorn 
herein nicht entscheiden, ob nicht die ßerührungscurve der a 
hier durch eine andere ersetzt werden muss, deren Berührungs- 
punete wir als Puncte y bezeichnen. 

Indem wir nun die Gleichung (8) über die p Punctepaare 
x, z summiren, und für die Integralsummen obige Werthe ein- 
setzen, erhalten wir eine Relation zwischen den verschiedenen 
Arten von S, nämlich: 

e ^/A - A- *> **/;>* - A> 6 > 

r n t £ 

log « iL ° Vl 



B ^!l d \ -f\> 6 > 9 ^Al ** -J k> b) 

r n y_ m 

^/,0 Ä A -/**'-) @ &k d \-J du S a) 

= — A 2 2 c. (2 Ldv.) fdv. 



Nun ist offenbar identisch 






- w .* . ,* w 



y /* y /* 

- (,,) ^ z {i) £ 

Y fi Y f* 

- * ^ '*. (*/ W *>, - / dv h ) (£f dv m - j dvj 

Y P Y f* 
z (i) »; z {i) n 

Y fi Y H> 

Setzt man also der Kurze wegen: 
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log y (0 * i Z2cJZf {i) dv h -fdv h ) (Zj {i) dv m -fdvJ 

„ x J Y H- Y /* 

a ^ 

so hat man zwischen den vier von nur je p Argumenten abhän- 
gigen Functionen g> die Gleichung: 

v(-2/( ^ -i du ) + *(*/■<•■> rfM -y rfM ) 
- rt^yj, *< -y *o - ^/o * - / *) = °- 

Diese Gleichung ist offenbar (wie man übrigens durch Differen- 
tiation nach den Argumenten leicht beweist) nur erfüllbar, wenn 
die Function q> eine lineare Function ihrer Argumente ist. 
Setzen wir also 

* w € 






, (Ä = 1, 2 . . . p) 



Z f(i) dv h—f dV A = 
Y H> 

so hat man 

q>(m) = log C + c t w 1 + c t m x . . . + c ; «,,, 

wobei die c, C weiter zu bestimmende Constante bedeuten, und 
zwischen den beiden Arten von 0functionen besteht die Glei- 
chung: 

(10) ... e . e(w y b) = C.e Zc k m h . 6>(co, a). 

Zwischen den cd, w bestehen, abgesehen von additiven hal- 
ben Periodicitätsmoduln, welche, um die Grenzen gleich zu 
machen, hinzugefugt werden müssen, dieselben Relationen, welche 
die u mit den v verbanden, nämlich: 

(11) ...w t -iP k = — l — («,<«», + «,<»», . . . + ufP-VwJ ; 

die halben Periodicitätsmoduln aber dienen zur Definition der y 
aus den a, indem man hat: 
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,r l " 



(12) . . . Zf w an k = 4/>,= Q k n\/-1 + i (a u « f + «^ . . . + 8 , j. 

a 

In der Relation (10) bleiben nun nocb die Constanten c, C 
zu bestimmen, und die ganzen Zahlen q, a. 

Um diese Bestimmungen auszuführen, lassen wir sämmtliche 
n? h in — w h übergehen, wodurch denn a> k in 



***-(•*-***> = **- 



ö> 



'Ä- 



üb er geht. Durch diesen Process bleibt die linke Seite der Glei- 
chung (10) ungeändert; die rechte also muss ebenfalls ungeändert 
bleiben, und man hat daher: 

A ö ä . 0(a>, a) = e? c h( p h ~ ^ . 0(P— », a) 

= e £c A P k - »*) - ä a»a + * ^Wm.8( w , «). 
Die Vergleiehung der Exponenten giebt also zunächst 

sodann aber 

1 = (— 1)*Va. 

Die Bestimmung der c ist also auf die der c zurückgeführt; 
die letzte Gleichung lehrt, dass 2<3 h Q h stets eine gerade Zahl ist, 
was für die Berührungscurven den Satz giebt: 

Bei der Ueberführung von Ofunctionen in andere 
(1 urch kanonische Substitutionen erscheinen als un- 
tere Grenzpunctc stets Berührungspuncte eigentlicher 
Berührungscurven {n — 2) ler Ordnung (§ 75). 

§ 89. Berührungscurven, welche in den untern 
Grenzen auftreten. 

Die Bestimmung der q, ö selbst findet man durch Unter- 
suchung der Periodicitätseigenschaften beider Seiten von (10). 
Wenn wir das System der ro h um die Periodicitätsmoduln 

Q h = 2m A *j/=l + b lh9l + b 2h q a +... 

wachsen lassen, so wachsen die e» A um die entsprechenden Perio- 
dicitätsmoduln 
R h = ,„,«,« + m t u<?) + m 3 u^ ...+ ft « A » + £,«/> + . . . 

= ty h n V- 1 + « u », + « 2A n + . . ., 
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wobei die Zahlen (i, v mit Rücksicht auf die Gleichungen (1) 
die Werthe erhalten: 

Ph — m Ah-l,l + W Aä-1,8 + m Ah-i,s • • • 
(13) + q ^ 2h - l > 2 + ^^-1,4 + tfA*_i,e • ' ' 

" ' " v h = »Am + »Am + »Am • • • 

+ «Am + ft&M + «Am ' " ' 

Setzen wir nun in (10) gleichzeitig n> A +Q /t an Stelle von tv h und 
© Ä + R h an Stelle von © Ä> und vergleichen wir die Aenderungen, 
welche beide Seiten der Gleichung (10) dadurch erfahren, so 
erhalten wir: 

= e~ i Ä A + «**«* + 4 ^W«, 

oder wenn wir a> Ä aus (11) durch die tu ausdrücken: 

Wir setzen in dieser Gleichung w h = — i A > und finden 

(—1) ** A = 

= (-i) 

Bemerken wir nun, dass, wenn wie in (7) die v h um die Perio- 
dicitätsmoduln Q h wachsen, u k um den entsprechenden Perio- 
dicitätsmodul B k zunehmen muss. Man hat also 

und die obige Gleichung geht über in: 

= (-i)^Va — Vä — v *Pi) % 

Man muss also, und zwar für alle ganzzahligen Werthsysteme 
der m, q, die Gleichung erfüllt haben: 

(14) . . . 2q h m h — Zv# h + Sv h q h — 2<$ hH = (mod.2). 
Setzen wir in dieser Gleichung 
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m k = hh.n* '/* = - PsA f ifr-i (Ä- = 1, 2 . . . p), 

so lehren die Gleichungen 13), dass wegen der Eigenschafleo 
der Elemente einer kanonischen Determinante alle p und v ver- 
schwinden, bis auf fi h , welches gleich 1 wird. Die Gleichung 
(14) liefert also 

(15) . . . « A = *|' ^, at .^, 2 ,_ 1 (mod. 2). 
Setzt man dagegen 

m k = — ßt*-i,*k> 9k = ßtA-i,u-i A- = 1, 2 . . . p), 

so verschwinden nach (13 N alle (i, v bis auf v Ä , welches gleich 
1 wird, und (14) ergiebt: 

(16) . . . ? A = *|^„_ li „^_ litt _ 1 (m«d. 2). 

Die Zahlen £, a sind hienach so weit bestimmt, als die Na- 
tur der Sache es überhaupt zulässt: denn wenn man sie um 
gerade Zahlen vermehrt, ändert die rechte Seite der Gleichung 
10) sich nur um eine Constante; die Formel bleibt also unge- 
hindert, und nur die Constante C erhält eine andere Bedeutung. 
In der That, ändern wir, indem wir die tv uns unverändert 
denken, Q h , a h um 2r h , 2s h , so erhält & k den Zuwachs 

N h = 2 *yi|/^l + a ik s i + a uh + • • • 
Daher verwandelt sich 



e z h h 6\<x>, a) 



in 

e 



i *&*+ 2s /J K + m h) . *a"a + i ***»*«« . e(6 ,, fl ), 

was wirklich von dem vorhergehenden Ausdruck nur um eine 
Constante verschieden ist. 

Der Zusammenhang der beiden, aus verschiedenen Systemen 
normaler Periodicitätsmoduln entspringenden ®functionen ist also 
schliesslich durch die Gleichung ausgedruckt: 

(17) . . . e ®(rv, b) = Ce 6(<o, a), 

wobei die w, w durch die Gleichungen 
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verbunden sind, und die q, a durch die Gleichungen (15), (IG) 
vermittelst der Elemente der kanonischen Determinante defmirt 
werden. Man kann voraussetzen, um sie vollständig zu bestim- 
men, dass sie nur die Werthe oder 1 annehmen sollen. 

Es bleibt übrig zu zeigen, dass die Zahlen er, q, wie sie 
aus (15), (16) gegeben sind, wirklich unabhängig von einander 
gerade oder ungerade sein können, mit der einzigen Einschrän- 
kung 

2<s h Q h = (mod. 2); 

mit andern Worten, zu zeigen, dass bei verschiedener Wahl 
der normalen Periodicitätsmoduln in den untern Gren- 
zen sämmtliche eigentlichen ßerührungscurven a, y 
auftreten können. 

Dies geschieht einfach, indem man kanonische Determinanten 
aufstellt, welche wirklich alle ßerührungscurven liefern. Be- 
trachten wir zunächst die kanonische Determinante: 
b t 0.0. 
0. 



d t 







a 2 b 2 . 

c 2 d 2 . 

« 3 b 3 . 

e % rf,. 



Die Bedingungen, unter welchen sie kanonisch wird, sind: 

a t d t — b i c l = + 1 , a 2 d 2 — b 2 c 2 = + 1 , a 3 d 3 — b 3 c 2 = + 1 etc. 

Zugleich hat man: 

Q t = a { c, , q 2 = a 2 c 2 , q 3 = a 3 c 3 ... 

a i = b t d t , <S 2 = b 2 d 2 , a 3 = b 3 d 3 . . . 

Nun sieht man sofort, dass bei gehöriger Bestimmung der 
a, b, c, d die q, a unabhängig von einander gerade oder unge- 
rade sein können; nur die Beschränkung tritt ein, dass keines 
der Paare q„ <s. aus zwei ungeraden Zahlen bestehen kann. 
Dieses letztere kann überhaupt der Gleichung ^ A Q A = (mod. 2) 
wegen nur bei einer geraden Anzahl von Paaren eintreten. Sollen 
6., q { und <s k , q k zwei solche Paare werden, so braucht man nur 
die Elemente 
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a. 

i 


b. . . . 


c. 


d. . . . 





. . . a k b k 





. . . c k d, 


der obigen Determinante 


zu ersetzen durch 


1 


1 ... —1 





1 ... —1 



90. 



1 ... 1 

1 ... 1 1. 

So oft dies geschieht, hat man zwei Paare a, q vor sich, welche 
aus zwei ungeraden Zahlen bestehen; die übrigen Paare aber 
setzen sich, wie vorher, unabhängig von einander aus geraden 
und ungeraden, oder aus zwei geraden Zahlen zusammen. 

So sind wirklich Determinanten gebildet, welche alle ver- 
langten Fälle liefern, und damit den obigen Satz beweisen. 
Zugleich sieht man, dass alle kanonischen Determinanten sich in 
2p~ 1 (2p + 1) Gruppen theilen, je nachdem die betreffenden Systeme 
der q, <$ auf eine oder die andere Berührungscurve führen. 

§ 90. Beduotion der in der Transformationsformel für 6 
auftretenden Constante auf eine numerische. 

Wir kommen jetzt dazu, den Werth der Constanten C in 
der Formel 

(1) . . . c G{n>, b) = C . 0(g>, a) 

aufzusuchen. Zu diesem Ende bemerken wir zunächst, dass die 
Function 

®( M , «) = *«-* ^Vft + **/*< 

offenbar den folgenden partiellen Differentialgleichungen genügt*): 



*) In diesen Gleichungen werden die a ik als von einander unab- 
hängig betrachtet. Aber in der That gilt auch die Formel (1), wie 
man leicht sieht, für den ganz allgemeinen Fall, in welchem die a^ 
beliebige Grössen sind, nur mit der Eigenschaft begabt, die ©-Reihe 
convergiren zu lassen. Man hat, um dies zu beweisen, nur die syne- 
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(2) d®(<°> a ) _ __ i fl^fa a ) d®(<», a) _ _ d 2 ®^*, «) # 

* ' ' #«,-,- ^ #©,.* ' da ik ~~ dco i dco k 

Dividiren wir in (1) auf beiden Seiten mit C, so muss auch die 
linke Seite der Gleichung diesen partiellen Differentialgleichungen 
genügen; wobei denn die c, C nur Functionen der a. k sind, die 
w aber sowohl von den a ik als von den <a h abhängen. Und da 
die linke Seite der Gleichung (1) eine Summe verschiedenartiger 
Exponentialgrössen ist, so muss jedes Glied für sich jenen Diffe- 
rentialgleichungen genügen. Betrachten wir insbesondere das- 
jenige Glied, welches von dem Gliede 1 der Function &(w, b) 

herrührt; es ist — , wenn man der Kurze wegen 

setzt. Die Function — muss nun den Gleichungen (2) genügen, 

oder der einen totalen Differentialgleichung, in welche man jene 
zusammenfassen kann: 

2-x — da . .+ 2 ö — da..= — 4 ^ut da.. — 2^- ^ — da.. , 

wobei in den Summen jede Combination ik nur einfach, nicht 
mit dem Factor 2 behaftet, anzusetzen ist. Man kann dafür 
schreiben : 

TT + 2 tt^ da ..+ 2~ da.. = — \ 2 ~— ¥ da.. — 2 tt-^— da.. 

C ' da ü » ' öa ik ** 2 doof « da) t d(o k «* 



-**(S9"^-*SS^- 



oder 

3* J„ _L 5-?*. 



da. 



Bildet man nun die Differentialquotienten von y und setzt 



ktische Function links durch ihre Pcriodicitätseigenschaften zu defi- 
niren, und kann sie dann in eine Reihe entwickeln, welche mit der 
rechten Seite von (1) übereinstimmt. 
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sodann für die co Ä diejenigen constanlen Werthc ein, für welche 
die w h verschwinden, so findet man: 

ca u da ik d<o { * « 

(4) . . . mo 

0*1, _ l_ 22 , c <^Ä ^m 

((Of(o k 4w 2 ÄWI da),- #<»£ 

Man hat ferner, indem man den Werth 

r 

eintragt: 

?+ = ZZ £ ß u < 2 '"- i) A "* J_ »« 

oder mit Rücksicht auf (11) § 88: 

= f f ^ 2A - 1 ^ 2^=T äs; 

Führen wir endlich die Function z/ des § 87 ein, so wird 

_d w h _ d\o%J 

und da auch 

^•(2^-1) 
hk,u-i — da . k > 

so wird schliesslich 

/ r \ ( 2 il> d log d 



K J * " ' dn$m k da ik * 

wenn man den letzten Differentialquotienten so versteht, dass 
nach a ik diflerenzirt wird, soweit dasselbe in den u mit unterm 
Index i vorkommt. Tragen wir nun die Werthe (4), (5) in (3) 
ein, so ergiebt sich: 

d log C = ± d log A + 1 rf(n^ A ) , 
oder 

wo nun die Constante y weder von den w, noch von den «^ 
abhängt, sondern eine rein numerische sein muss. Die Formel 
für den Zusammenhang der beiden Functionen aber verwandelt 
sich in folgende: 
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e S(tv,b) = y.yd.e &((o,a). 

§ 91. Die numerische Constante bei Zusammensetzung 
von Transformationen. 

Die Grösse y ist eine rein numerische Constante, welche 
von den Eigenschaften der Zahlen ß abhängt. Um sie zu be- 
stimmen, müssen wir auf die Zusammensetzung der kanonischen 
Determinante aus einfachen zurückgehen. Denken wir uns zwei 
auf einander folgende Substitutionen von kanonischer Determi- 
nante zusammengesetzt, wie dies in § 85 ausgeführt wurde. Die 
eine Substitution, bei welcher wir die Elemente der kanonischen 
Determinanten durch ß, und die betreffenden Combinationen der- 
selben durch q, ö bezeichnen, führe von den Variabein co zu 
den Variabein rv mit Hülfe der Gleichungen: 

(l; . . . w t -\P k = ~^ (u^w.+u^w, + ..+ ufr-»wj. 

Die zweite Substitution führe von den rv zu neuen Variabein W. 
Die Elemente der dabei benutzten kanonischen Determinante be- 
zeichnen wir durch ß>, ebenso die betreffenden Combinationen 
derselben durch q, g'; die fundamentalen Periodicitätsmoduln, 
welche sich hier aus den b ik und 2tvJ/ — 1 ganzzahlig zusammen- 
setzen und welche den u^ entsprechen, seien durch v® darge- 
stellt. Endlich mögen die Perioden P hier durch Perioden P' 
ersetzt werden, welche sich ebenfalls aus den £,* und aus 2n}/—l 
ganzzahlig zusammensetzen. Die Formel für den Zusammenhang 
der Variabein ist dann 

(2) . . . rv- \ P t ' = j±= (v k W Wt + v k m *, + ..+ n k »-V W). 

Endlich setzt sich aus diesen beiden eine Substitution zusammen, 
welche von den co zu den W führt: 

(3) • • • ^-i^ = i ^3jK ,1, ^ + «'/ ) ^ + -.+ ^ (2p - 1) ^ p ). 

In dieser Substitution bezeichnen wir die den ß, q, a entspre- 
chenden Grössen durch ß", q", a"; die Perioden rv£ h) , P£ setzen 
sich hier wieder aus den a^ und 2n]/ — 1 zusammen. Setzt man 

Clebsch u. Gordan, Theor. d. Abel'schen Funct. 21 
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322 Zwölfter Abschnitt. § 91. 

die Werthe der w k aus (2) in (1) ein, und vergleicht die ent- 
stehende Formel mit (3), so ergeben sich folgende Relationen: 



(5) . . . 2«/=i (/»;'-/»,)=«/)/>; +«/)p; + ...+„/*-i>i> 2 ;. 

Die ersten p von diesen Gleichungen liefern nichts anderes 
als einige von den Relationen 

(6) . . . ß" k f r = fiuft r + ß k2 ß 2r + • • • + ft.j/M.f 
vermittelst deren die Elemente der zusammengesetzten kanoni- 
schen Determinante gebildet werden. Die letzte Gleichung aber 
lehrt, dass die Zahlen q", <s" nicht blos, wie die q, a, q', a, aus 
den Elementen ß, fi bis auf gerade Zahlen bestimmt werden, 
sondern dass sie sich aus diesen und den q, o, q', a auf völlig 
bestimmte Weise zusammensetzen. Setzt man nämlich für die 
w/'\ P k , P k , P k ihre Werthe 



(8). 



ein, so ergiebt sich: 

fo*"-««) 2"^! + ?W-oJ a M 

n 
h k * h 2nV—l hi k M * 

Inzwischen wissen wir, dass dem Zuwachs der w k um die 
Periodicitätsmoduln b ki ein Zuwachs der o) k um u®*) entspricht, 
so dass also 

Demnach geht die obige Formel über in: 



(?)• 


• • < h 


m ' 






>* 


= ?* 


2»^CTl+ff 1 « iA +ff sOM 


+ ... 


+ 


J> p* 


*** 


ff 


2»j/=l + ai "a lk + o t \ k 


+ •• 


• + 


ff „' a „i 
p p* 


*V 


= 9ii - 


tny-\ + a ;b lk + o t % k 


+ ••• 


+ 


P J>* 
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oder man erhält zur Bestimmung der q", ö" die Formeln: 

, , [9k— Qk ~^h P2A-I, 2A-1 + a hhk-l,ih) 

(10)... \ * 

["k"— °k = f (fc'rV 2Ä-1 + ff A fti*. u)< 
A 

Die drei Formeln für die ©functionen erhalten wir aus der 
frühern Formel, wenn wir bei der zweiten und dritten Substitu- 
tion die c, a, b, A beziehungsweise durch c, b, A, A' und durch 
c\ a, A, A" ersetzen, so dass wir erhalten: 

e ®{w, b) = y /X e @(a>, a) 

e ö <§>( W,4= yf/Z e 9(n>, b) 

Wir dividiren nun das Product der ersten beiden Gleichungen 
durch die dritte, und setzen zugleich die W gleich Null, so dass 
oo A = £ /> Ä ", rv h = ^ P Ä ' wird. Wir finden dann: 

/i1x ~VM ZZC hnPh P m y / P2PZ 

(ii)-.. • = ^'T^ ' 

Da nun ^/ die Determinante der u^ h ~ l \ Af die der v£ u ~ l) und 
^" die der w^ 2h ~ l) ist, so hat man nach (4) 



(12) . . . A4 = A" .(2tij/—1) 



E. 
Indem wir nun (2nj/ — 1) in einer ein für alle Mal willkürlich 
fixirten Bedeutung nehmen, wollen wir das Vorzeichen von f/^F 
immer so bestimmt denken, dass auch 

JL 
(lg) . . . f~A .fÄ = }/~J' . [27t]/~l) 2 . 

Wir wollen ferner in (11), da es sich nur um Bestimmung des 
rein numerischen Verhältnisses y -Xr handelt, die a ik gleich Null 

setzen. Sofort reducirt sich dann P h auf q h . Vit}/ — 1 , P^ auf 

21* 
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? A " . 2n]/ — 1 , und die b ik bestimmen sich aus den Gleichungen, 
in welche die Gleichungen (9; jetzt übergehen: 

(14) • • • ft*-,.«-*"^«^*-!.«*-!»«- 

Wenn man ferner die Werthe der c hm einführt, so hat man: 

(15) . . . ZZc^Pj; =>**/=! SZZPn^uf-np^P;. 
oder nach (5): 

was sich, weil die a ik verschwinden sollten, auf 

reducirt. Setzen wir im zweiten Theile dieses Ausdrucks für 
g k " — Q k seinen Werth aus (10), so wird 

(16) " ' =ff^A..^- 1 (?;^-i,«-i+<^- 1>8 .)^- 

k h i * 

Nun ist nach den zwischen den Elementen der kanonischen De- 
terminante bestehenden Gleichungen: 

{, HMr, 2A-1 &*— 1, 2i-l = , r2A- 1, 2A-1 r 2 A-, 2i-l 
_ 
^2A% SA-lftfc-l, 2i = fßu—1, 2Ä-102A, 2i ' . 

und nur wenn h = i, ist die letztere Gleichung zu ersetzen durch 

(18) . . . Zß 2k 2W ß 2k _ l2 . = —l +Zß 2k _ ly2i _ 1 ß u . t2i . 

Der Ausdruck (16) verwandelt sich daher in: 

f ,^?rV-i, IA-1 Wt*. **-! + ^ ^Ä, 2.) ft Am ~ f */**•» 
Ar A i A 

und wenn man nach h summirt, so erhält man nach (14): 

2*|/=1 fZ2ß st _ 1 , u ,l9 t 'ß ak ,*- 1 + <^, 2l ) - f '/<W 
Der Ausdruck (15) wird also 

(V=i)° ff /v M _t (**"-**>*; 

A- A 



A m 
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Fasst man jetzt alles zusammen, so ergiebt sich endlich aus (11) 
die Formel: 



(19). 



*8 f?ft*.»-i (»*"—**)?*' 



yy _ . 1 c 8 kh 
y" E. 

(2*K=I) * 

" 8 ~ Z SZ ßik-1.2m ß m (?/ ß«, 2,-1+ ff /P», J 

— K*» — «J fa - *A ?J 



Abgesehen also von dem Factor (2ny — i) , welchen man 
auch als integrirenden Theil jedes Factors y betrachten kann, 
unterscheidet sich y" von dem Producte yy nur durch eine achte 
Wurzel der Einheit. Setzen wir 

_ L —L _? 

y= d.(2n]/^l) \y'=d'.(27tj/^i) \ y"=$" .{2n)/=i) \ 
so sind die S verbunden durch die Gleichung: 

(20)...-yr=« 

. e 

4 

. e 
und die Formel für die wird: 



[(**'-**)**"—****]' 



— ^SSc^w, 



(21)...^ 87r e(», b) = dj/ 

. e * Ä Ä ' 8 « /: iä (S^ a ) 

Die Formel (20) lässt sich übrigens noch wesentlich ein- 
facher darstellen. Man hat nach (10): 

Wendet man nun auf die nach & zu nehmenden Summen die 
Formeln (17) an, so wird hieraus: 

und der in (20) mit — - — multiplicirte Ausdruck ist daher; 
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k h 

so dass die Formel (20) in die Gestalt übergeht: 

(22) .. .-y-=« * 

Man vereinfacht endlich diese Formel noch, indem man 



2*K=I 
r = e" . e 



i— f ** ff * 



setzt. Die Formel für die ©functionen wird dann: 

— 7r~i 22 c, w.w 
(23)... e *** _"" " M e(r»,b) 

= T^^ e e(w ' a) ' 

und die Formel für den Zusammenhang der Zahlen e ist: 
(24) ...-„-== e A 



§ 92. Bestimmung der numerischen Constante für 
die einfachen Transformationen. 

Es bleibt jetzt nur noch übrig, die allgemeine Formel zwi- 
schen den verschiedenen für den Fall aufzustellen, in welchem 
die kanonische Determinante eine einfache ist, und für diesen 
Fall die Coefficienten e wirklich zu bestimmen. Da man jede 
Substitution aus einfachen zusammensetzen kann, so giebt die 
Formel (24) des Vorigen das Mittel, die s für jede Substitution 
daraus zu bestimmen. Betrachten wir der Reihe nach die verschie- 
denen einfachen Substitutionen, wobei wir der Einfachheit der 
Darstellung wegen die nicht verschwindenden Elemente der ein- 
fachen Determinante an bestimmte Stellen setzen. Es ist sofort 
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ersichtlich, was sich ändert, wenn man die + 1 an andre 
Stellen setzt. 

I. 
Determinante der Substitution: 

0+100.. 

+ 1 0.. 

10.. 

1.. 

Alle q, a verschwinden. Die w werden durch die Formeln gegeben: 






a ts (o i 



flu 
a ti (o 3 — a 8l o) t 



flu 



Ferner wird: 
11 a ti 



flu 



, b i2 = ±27tj/^i^ f b l3 = ±27T]/—l 



fl J3 



"if" 



■ ± 2nj/-l^ bik ^ 



flu 

fl|Vfcflll—fll|fllA- - 



(r, k = 2, 3 . . . p). 



flu ' lK «u 

c u = a n , alle andern c ik verschwinden. 
Die Formel für die Transformation der Ofunction wird also: 

All 



871* 



8[w, b) = s V—i7^ e K 4 



Die Bestimmung von e erfolgt dadurch, dass man die Formel 
direct ableitet. Es ist nämlich 

m \ ^. — ^22a..m.m. 4- 2m.(o. 

0( w , a) = 2 e T tk l k • * 

_ — \ 221 a..mm.-\- 2\ m.G). Ä/ v 

wenn das Zeichen ! andeutet, dass die Summation sich auf die 
Indices 2, 3.. .p beschränken soll, und wenn die Ofunction 
unter dem Summenzeichen die elliptische ist, für welche die 
Definition gilt: 
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Nach Jacobi aber ist dann zugleich 
_ < 

Was das Zeichen der Wurzel angeht, so kann man ooj = 0, 
öll s= 2tt setzen, und sieht, dass in diesem Falle V — in 1 über- 
gehen muss. Da nun der reelle Theil von a ti stets positiv sein 
muss, damit die ©Function überhaupt einen Sinn habe, so schliesst 

man, dass auch j/ ~, dessen reeller Theil demnach ebenfalls 

nie Null werden kann, immer so zu wählen ist, dass sein reeller 
Theil, wie in dem speciellen Fall von 1, positiv ist. Indem man 
nun statt to x in obiger Formel 



setzt und dann den transformirten Werth in G((o, a) einführt, 
erhält man: 

r a n 
wo die w t b genau mit den oben gegebenen Definitionen über- 
einstimmen, und wo auch 

rn.2 



2/7., 

e " = e 



"II 2 



so dass die Uebereinstimmung der Formel mit der aus unserer 
allgemeinen Theorie abgeleiteten vollständig wird, wenn man 

setzt, und die Wurzel y ^- so nimmt, dass der reelle Theil 
positiv wird. 



IL 

Determinante der Substitution: 

10 

±110 

10 

1 
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Die q, <s verschwinden bis auf q l9 welches congruent + 1 
wird, und also gleich 1 gesetzt werden kann. Man hat daher 

P t = ± 27rj/^l, P 2 = 0, P 3 = . . . 
Die Variabein hängen durch die Formeln zusammen: 
rv x = w, + nj/ — 1 
w 2 = ö> 2 , ?v 3 = co 3 . . . 
Ausserdem hat man: 

b n = a n + 2n}/ — 1 , in allen andern Fällen b ik = a ik , 
c. k = (für alle Werthe der i, Ar), A = $%]/~Vf. 
Die Formel für die Transformation der Function wird also: 

@(n>, b) — e . 0(cö, a), 
oder: 

— ^ 22a ij mm k — mf%]/^i + 2mxo. + m^f/ — 1 

_ — 4 22a., mm. + 2m. es. 
= e 2 e 2 xk l k l K 

Da e~ m i( m i i 1)^—1 _ ^ so s ti m men die Functionen 
beiderseits völlig überein, und man hat also 



III. 

Determinante der Substitution: 

1 0+100. 
1 0. 
10 0. 
0+1 10. 
1. 



Alle q, <s verschwinden. Man hat ferner 

w. = m r 

mit alleiniger Ausnahme von rv 2 , für welches die Formel gilt: » 

w 2 = w 2 + oo,. 

Alle c ik verschwinden. Die b. k erhält man aus den Formeln : 

b n = a it , b l2 s=? a l2 + « u , b 22 = a 22 + a i2 + a u 

hh =* Hk + Ä i* (^ = 3, 4. ..); 
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in allen andern Fällen ist b. k = a ik . Endlich ^= fön}/— l) p . 
Die Transformationsformel für & wird also: 

&(w, b) = e. 0(oo, a), 
oder: 

2Ze —%22a ik mm k ± («„m, + a lt m 2 + a iz m t + .. .)m t 

— £ a n m t + ZmPi + *»t»i 

= e . 2Z e~ * £Za c/ n i n k + Zm M 

Hier stimmen wieder beide Summen völlig überein, wenn nur 
in der Summe links mj + m 2 an Stelle von m t gesetzt wird, 
was ohne Aenderung des Wertlies der Summe geschehen kann. 
Man bat also abermals 

Wir wollen noch angeben, welche Gestalt die Reductions- 

formel für -„ annimmt, wenn bei der Zusammensetzung der 

Substitutionen eine beliebige (ß) mit einer der einfachen (jS') zu- 
sammengesetzt wird. Wir haben dann die Mittel in der Hand, 
für irgend eine kanonische Substitution die Zahl e zu bestimmen, 
sobald man die Zerlegung der kanonischen Determinante in ein- 
fache gefunden, und also umgekehrt jene aus diesen zusammen- 
setzt. Die Formeln werden: 

Zusammensetzung einer beliebigen Determinante mit I.: 
// / 

E = EE , 

wo e durch die Formel 

6 ' ?/ ± g M- _ 7/fü 

gegeben ist. 

Zusammensetzung einer beliebigen Determinante mit IL: 

e = e . e k 

Zusammensetzung einer beliebigen Determinante mit III. 

'f 

E = E. 

m 

Wir fügen diesen Untersuchungen nur noch einige Bemer- 
kungen hinzu, welche sich auf die Bestimmung der Coefficienten 
a. k , so wie der untern Grenzpuncte et bei irgend einer nach 
®functionen anzustellenden Entwicklung beziehen. 
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§ 93. Berechnung der a ik für die verschiedenen Arten 

von Ofunctionen. Directe Aufstellung der 

Reihenentwicklungen. 

Wir haben in den Entwicklungen der frühem Abschnitte die 
untern Grenzpuncte cc, d. h. die bevorzugte Berührungscurve 
(n — 2) ter Ordnung nirgend deünirt. Die Betrachtungen der vori- 
gen Paragraphen lehrten nun, dass in der That alle 2^ -1 (2^+l) 
eigentlichen Berührungscurven (n — 2) ter Ordnung die untern 
Grenzpuncte liefern können, und zwar richtet sich das Auftreten 
einer oder der andern Berührungscurve nach dem Systeme von 
fundamentalen Periodicitätsmoduln, welche man zu Grunde legt. 

Statt daher diese zuerst zu bestimmen, kann man davon 
ausgehen, eine beliebig gewählte Berührungscurve (n — 2) ter Ord- 
nung zu wählen, deren Berührungspuncte in den untern Grenz- 
puncten der Argumente der ©functionen erscheinen, sollen. 

Wir haben oben (§ 75) gezeigt, wie man die 2f>- 1 (2'>+l)— 1 
verschiedenen, nicht verschwindenden Functionen 



-**J»a(*(t)Y 

6 \ 0(0) J 



(*) • • • ~ \ © (0 y 

rational und algebraisch durch die Wurzeln der Gleichung aus- 
drücken kann, von welchen die Auffindung jener Berührungs- 
curven abhängt. Wenn man die bevorzugte Berührungscurve 
kennt, welche wir hier nach Belieben wählen, so kann man jeden 
der Ausdrücke (1) durch die beiden Wurzeln jener Gleichung 
ausdrücken, welche der bevorzugten Curve und irgend einer 
andern angehören. Zwar weiss man a priori nicht, wie die ver- 
schiedenen Ausdrücke (1) sich diesen verschiedenen Wurzeln zu- 
ordnen. Aber wenn man die symmetrischen Functionen der 
Ausdrücke (1) bildet, so erhält man vollständig bekannte Aus- 
drücke, welche nur noch von jener willkürlich bevorzugten Wur- 
zel abhängen. 

Diese so gebildeten Gleichungen kann man dazu benutzen, - 

um die Grössen e ik durch algebraische bekannte Functionen an- 
nähernd zu berechnen. In der That gehört hiezu nichts, als dass 
man die Ofunctionen, die in den Gleichungen (1) vorkommen, 
zunächst auf ihre ersten Glieder beschränkt, und sich dadurch 
Gleichungen bildet, welche die Auflösung direct gestatten und als 
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erste Annähcrungsgleichuiigen hinreichen. Indem man die An- 
näherung dann fortsetzt, erhält man die Grössen e a ' mit belie- 
biger Genauigkeit. 

Indem man also von einer willkürlich gewählten Berührungs- 
curve ausgeht, findet man « |Vt , weiche einer bestimmten Classe 
von ©Functionen angehören, und man findet also die Mittel, um 
eine der Entwicklungen nach ©Functionen anzustellen. Setzt man 
diese gefundeneu Werthe der a ik in die Ausdrücke (1) ein, so 
ergiebt sich aus der Vergleichung derselben mit den entsprechen- 
den algebraischen Ausdrücken, welche der verschiedenen Be- 
rührungscurven den verschiedenen Ausdrücken (1) zugeordnet sind. 

Die hier angedeutete Methode stimmt genau mit derjenigen 
überein, welche in der Theorie der elliptischen Functionen sich 
ergiebt, um die Grösse q durch j/k und ]/// aus denjenigen For- 
meln auszudrücken, welche auf p. 184 der Fundamente gegeben 
sind. Sie giebt aber überhaupt eine directe Anweisung, die 
Lösung des Umkehrproblems auf eine nicht vollkommen unüber- 
sehbare Anzahl von Operationen zurückführen. Man sieht, dass 
es für die Herstellung der Endformcln nicht nothwendig ist, 
die Lage der Vcrzweigungspuncte und ihre Zuordnung zu den 
einem Puncte entsprechenden Wurzeln s x vermittelst willkür- 
lich angenommener Schleifensystcme zu bestimmen, die Perio- 
dicilätsmoduln durch bestimmte Integrale auszurechnen u. s. w. 

Die Aufstellung der Endformeln verlangt erstlich die Kennt- 
niss der a. k , von welcher soeben die Rede war, sodann aber die 
Kennlniss derjenigen Combinationen von Integralen erster Gattung, 
welche wir die zugehörigen Normalintegrale genannt haben. Sind 
I if I 2 . . . I irgend welche von einander unabhängige Integrale 
erster Gattung, und ist das Umkehrproblem in der Form gegeben: 

i = 1 a 



(2). • - r ' = ,fi-£« d/ ' 



.<»> 



V P =. 2 .f« dI r> 
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so kommt es darauf an, diejenigen Combinationen 

zu finden, welche die Normalintegrale erster Gattung sind, oder 
die Combinationen 

welche als Argumente der Ofunctionen auftreten. Die Coeffi- 
cienten ß sind zu bestimmen. 

Nun konnten wir nach den Betrachtungen des zehnten Ab- 
schnitts die Function 

<9i 



[- 



®{v) -J 

als genau bestimmte algebraische Function der x darstellen. 
Differenziren wir die durch diese Darstellung gegebene Gleichung, 
so erhalten wir eine Gleichung der Form: 
A^v, + A 2 dv 2 ...+ A p dv p = B^dx^ + B^dx™. . . + BMdafr\ 

oder auch, wenn wir die Differentiale der x aus (2) durch die 
dV ausdrücken: 

«= C t dV t + C t dV 2 ... + C p dV p . 

Die A, C enthalten sowohl die v als die x; aber indem man die 
x den a gleichsetzt, verschwinden alle v, und die Coefficienten 
A, C werden hiemit völlig bekannte constante Grössen. Wir 
erhalten also lineare Gleichungen mit constanten Coefßcienten 
zwischen den dv und dV. Bilden wir p solcher Gleichungen, 
so können wir also die einen Differentiale linear durch die an- 
dern ausdrücken, und die erhaltenen Coefficienten sind die 
Grössen ß, welche gesucht wurden. 

So ist es möglich; von vornherein mit beliebiger Annäherung 
zur Aufstellung der Reihenentwicklungen zu gelangen. Aber wir 
sind hiemit an die Grenze derjenigen Untersuchungen gelangt, 
welche mit Hülfe der in diesem Werke zu entwickelnden Metho- 
den anzustellen sind. Die genauere Ausführung der angedeuteten 
Betrachtungen verlangt Methoden, welche den hier entwickelten 
fern liegen, und müssen ihrem Umfange nach einer selbständigen 
Darstellung vorbehalten bleiben. 



//.•' 



